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Sistemas lineares

Adotamos as seguntes abreviacdes: c.l. = “combinacio linear”; 1.d. = “linearmente dependente(s)”; 1.i. =

“linearmente independente(s)”, t.I. = “transformagcio linear”. Exercicios ou itens com (¥) sdo mais trabalhosos.
Algoritmo de eliminagdo gaussiana

Dados espacos vetoriais (reais) /', W com dim (/') = n, dim (W) = m, beW eumatl. T:V — W, seja
o sistema linear 7% = b na forma matricial AZs, = bs,, onde S; ={é1,...,&,} cVeSe={fi,...,fut W
sdo bases e 4 é a matrizde T em S;, Sg. Se ¥ = 27 L xi€jeb =" bif;, entdo
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T bm Aml Amn =1
ouseja, A;j = [A];jparai=1,...,m,j=1,...,n quaisquer. Seja
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a matriz aumentada do sistema AZs, = bg,.

 Tome =721}
(b) Se|i <m|e|j < n|, execute os seguintes passos:

(i) Se|A;;j =0 permute’ a i-ésima linha da matriz aumentada A’ com a i’-ésima linha de

A’, onde |7’ > i |é o menor indice para o qual | A4;/; # 0|. Se ndo houver tal /, troque j

por j + 1 e repita o passo (i);

(ii) Se|A4;; # 0], multiplique’ a i-ésima linha de A’ por %, de modo a tornar | 4;; =1}, e
ij

depois some’ —A;: ;X(i-ésima linha) de 4" a i’-ésima linha de A" para cada |i’ > i}, de
modo a tornar [ A;:; = 0

(iii) Troque j por j + 1 e i pori + 1, e repita o passo (b);

(c) Se|i > m|ou|j > n| encerre o algoritmo.




Cada operacio indicada com T representa a aplicacio de uma operagio elementar a esquerda dos dois lados
do sistema linear T'% = 1;, de modo a obter um novo sistema linear equivalente ao anterior (i.e. com as mesmas
solugdes) pois toda operagio elementar é uma t.l. invertivel. E por isso que cada operacio elementar deve
ser aplicada 2 matriz aumentada e nio s6 ao lado esquerdo.

O resultado da eliminag¢iio gaussiana é a matriz aumentada

Bir -+ B | b
el oo =] BlE, ]
Bml an b;n

cujo lado esquerdo B possui a seguinte caracteristica: existem 0 <r <meQ=jy <j <jo<---jr <n
tais que (1) Byj» = 0se j’ < jiei’ 24;(2)Bjj, #0e Bjrj, =0sei’ > i,@)Byj=0sei’ >r,1 <j<ne)
B;j; = 1, paratodo 1 <7 < r. Em geral, se B;; # 0 e B;; = 0 para todo j < j, ou seja, B;; ¢ a primeira
entrada ndo-nula da i-ésima linha, dizemos que B;; ¢ o pivo da i-ésima linha de A4, e j é a coluna desse pivo.
Logo, j1 < jo < ---j, sd0 as colunas dos pivos de B. Uma matriz B com as propriedades (1)—(3) € dita

escalonada (em linhas) (em inglés, (row) echelon form):

K By,
0 BQn
B=10 B,y
0 - 0

No sistema linear correspondente BZs, = 13?92 (que, como apontado acima, possui as mesmas solucoes que
o sistema original), as equa¢des que sio identicamente zero do lado esquerdo (correspondendo as linhas
nulas de B) sdo necessariamente as #ltimas. Além disso, as equacdes nio-triviais (correspondendo as linhas
niao-nulas de B) sdo Li., i.e. ndo € possivel obter uma das equac¢des como c.l. das outras. O nimero r de

linhas (equagdes) ndo-nulas de B é igual ao posto de A. O caso r = 0 s6 ocorre se 4 = 0.
Algoritmo de eliminagdo de Gauss-Jordan

Empregamos a mesma notag¢io usada no algoritmo de elimina¢io gaussiana.

@) Aplique eliminagao gaussiana a A’, de modo a obter a matriz aumentada B’ com lado esquerdo

B escalonado. Sejam j; < --- < j, as colunas dos pivos das linhas ndo-nulas de B;
(b’) Tome [ = r};
(c’) Se , execute os seguintes passos:

() Some' —B;j;x(i-ésima linha) a i’-ésima linha para cada , de modo a tornar
By =0

(i1) Troque i pori — 1 e repita o passo (c’);

(d’) Se , encerre o algoritmo.




O lado esquerdo C da matriz aumentada C’ = [C |1;’g’2] resultante do algoritmo de elimina¢io de Gauss-
Jordan possui as mesmas propriedades resultantes da eliminac¢io gaussiana — em particular, as posicdes
dos pivos das linhas de C sdo as mesmas de B. O objetivo é zerar todas as entradas acima de cada pivo, de
modo a eliminar a necessidade de substituir as varidveis correspondentes as colunas dos pivos que ja foram
resolvidas. Mais precisamente, os passos (b’)—(d’) do algoritmo de Gauss-Jordan sdo uma maneira mecanica

e sistemdtica de executar essas substitui¢des.
Critério para existéncia de solucoes

O sistema original possui solucdes se e somente se ndo houver equacdes com lado esquerdo identicamente

nulo (correspondentes a linhas de A4 s6 com zeros) e lado direito diferente de zero apés eliminacio gaussiana
- - -

ou de Gauss-Jordan. Em particular, se o sistema linear T'Z = b for homogéneo (i.e. b = 0), entdo ele sempre

tem pelo menos uma solucio (a saber, ¥ = 0).

Critério para unicidade de solugdes

. (i.e. o nimero de equacdes apds eliminacio gaussiana € igual ao nimero de varidveis no sistema

original): a solucdo, se existir, é w@nica;

. (i.e. o nimero de equagdes apds eliminaciio gaussiana € menor que o nimero de varidveis no

sistema original): a solucfo, se existir, ndo ¢ wnica.

Obtendo a solugio geral no caso (solugdo nao-tnica)

(i) Sejam j; < ... < j, as colunas dos pivds das linhas nio-nulas da matriz obtida apés
eliminacio gaussiana ou de Gauss-Jordan, e j,+1 < ... < j, as n — r colunas restantes, i.e.
Urets oo sgmt ={L, ocond N, -0 0r b

(ii) Se o sistema original possui solu¢iio, uma soluciio particular | Ty = I

xje; | dele é ob-

tida tomando-se |x; = 0 |para todo j € {1, ...,n} \ {j1, ..., j-} no sistema obtido apds

eliminag¢io gaussiana ou de Gauss-Jordan;

(iii) Considere o sistema linear homogéneo | AzZs, = Og, | associado ao sistema linear original

Aisl = bSQ. Para obter os sistemas resultantes apds elimina¢iio gaussiana ou de Gauss-
Jordan, basta zerar o lado direito das matrizes aumentadas correspondentes. Como [r < n],

esse sistema admite solu¢des ndo-triviais |2 # 0 |;

(iv) Paracadak =1, ..., n—r, obtém-se uma solu¢io|z; = Z;lzl z;j€;j | do sistema linear homo-

géneo tomando-se |z = 1|e|z; , = 0]se |k’ # k|no sistema obtido apés eliminagao

gaussiana ou de Gauss-Jordan. Por construcio, as solu¢des Z1, . . ., Z,_, sdo L.i. e portanto

(pelo Teorema do Niicleo e da Imagem) formam uma base do espaco de solucoes;

(v) Portanto, pelo Principio de Superposicio, a solugio geral do sistema homogéneo é dada por

2= 1% %), €ERk=1,...,n—r,easolugio geral do sistema original ¢ dada




1 Considere as seguintes matrizes aumentadas,
sobre as quais jd foi aplicada eliminacio de Gauss-

Jordan.
(i) Escreva o sistema linear correspondente.

(ii) Se o numero de equacdes linearmente inde-
pendentes for igual ao nimero de varidveis,

resolva o sistema linear obtido, se possivel.

(iii) Se o nimero de equac¢des linearmente inde-
pendentes for menor que o nimero de varii-
veis, encontre uma soluciio particular para o
sistema (se houver), e encontre uma base para

o espaco de solu¢des do sistema homogéneo

correspondente.
1 0 0|3
a) [0 1 0|0 [;
00 17
(1 0 0 -7| 8
b) |01 0 38| 2;
(001 1]|-5
1 -6 0 0 8|-2
0 010 4| 7
c.) ;
0 001 5| 8
0 000 0| 0
[1 -3 0|0 ]
d) |o o0 1]0];
0 0 0|1 ]
[1 -8 4|7 ]
e) O 1 2/2|;
0 0 1]5]
[1 0 8 -5|6
£) |0 1 4 9|3 |;
001 1]2
(1 7 -2 0 -8/|-3
) 00 11 6| 5
& 100 o1 38| 9l
00 00 0] 0
1 -3 7]1
h) |0 1 4]0
0 0 01

2 Considere os seguintes sistemas lineares ndo-

homogéneos. Para cada um deles:

(1) Escreva a matriz aumentada;

(ii) Obtenha a matriz aumentada resultante apés
eliminacio gaussiana e dai o nimero r de equa-

¢oes linearmente independentes do sistema;

(iii) Obtenha a matriz aumentada resultante apés

eliminac¢io de Gauss-Jordan;

(iv) Determine quais sistemas tem solucio, e para

quais a solugio € tnica;

(v) Resolva os sistemas que possuem uma tnica
soluc¢iio, de duas formas diferentes: a primeira
usando o sistema obtido apds eliminagio gaus-
siana, e a segunda usando o sistema obtido apés

eliminacio de Gauss-Jordan.

x|y + x9 + 2x3= 8
a) § —x; — 2129 + 3Bxz=1 ;
3.1‘1 - 7;(2 + 4x3:10
2561 + 2562 + 25632 0
b.) { -2x; — bx9 + 2a3= 1 ;
8x1 + a9 + 4daxg=-—1
xr - vy + 2z - w=-1
) 20 + y - 2z — 2w=-2
c. ;
-r + 2y - 4z + w=1
3z - 3w=-3
- 20 + 3= 1
d) { 8¢ + 6b — 8c=-2 ;
6a + 6b + 3c= b
21 - 8xg=—2
e) 3 2r7 + a9= 1 ;
3x1 + 21‘2: 1
3x1 + 2x2 - 132—15
£) | Sx; + 8x9g + 2x3= 0 _
. 3x1 + X9 + 3x3: 11 ’
—6561 — 4562 + 2x3: 30
4x1 - 8.132:12
g.) 3x1 — 6x9= 9 ;
—2.171 + 4XQ:—6




10y - 42z + w=
x + 4y - z + w= 2
h) ¢ 8z + 2y + =z + 2w= 5 ;
—-2x — 8y + 2¢ - 2w=-4
x — 6y + 3z =1
) bxr; — 2x9 + 6a3=0
i. ;
—2.2?1 + X9 + 3:6321
Xy - 2.2?2 + xrg — 4.23421
Jj) S o1 + 3Bxg + Taxg + 2u4=2 ;
x; — 1229 - 1lag - 16x4=5
w + 2x — y=4
L) | x — y=3
w + 3x — 29=7
Qu + 4v + w + Tx =7

3 Por simples inspecio (isto é, sem resolver o sis-
tema), determine quais dos sistemas lineares homo-
géneos abaixo possuem solucdes nio-triviais (isto é,

diferentes de zero), dando a razido para tal:

2.231 - 3.232 + 4x3 - x4:()
a.) 7¢7 + x9 — 8xg + 9x4=0 ;
2;81 + 8.1‘2 + xr3 — x4:0
xr; + 3xg — a3=0
b.) x9g — 8axg=0 ;
4x3=0
) ajljxy + ayjgryg + a13x3:0
C. )
ag1x1 + agexre + a23x3:0
d) 3x1 - 2x9=0
6x; — 4x9=0

4 Resolva os sistemas lineares homogéneos abaixo
por eliminacio gaussiana. Se o sistema admitir uma

solu¢iio nio-trivial, encontre uma base do espago de

solucoes:
2:1:1 + X9 + 3:133:0
a.) 1 + 219 =0 ;
X9 + x3:0

b) 3r; + x9 + x3 + a4=0
' 5x1 — x9 + x5 — a4=0 "

2¢ + 2y + 4z2=0
w -y = 32=0
c.) 3 ;
20 + 3 + y + =z=0
2w + x + 3y - 2z=0
20 - y — 32=0
d) { -z + 2y - 382=0 ;
x + y + 4z=0
v + 3w — 22=0
20 + v - 4w + 3x2=0
e) u + v + 2w - 2=0"
—4u - 3v + dw - 4a=0
;] + 3xo + a4=0
xr; + 4dxg + 2a3 =0
f.) | - 2x9 - 2x3 - x4=0
2131 - 4x2 + xg + x4:0
xry — 2x9 - a3 + a4=0

5 Resolva os sistemas lineares nio-homogéneos

abaixo (a, b, ¢ sdo constantes fixas) por eliminac¢io

gaussiana.
2r + y=a
a.) ;
3r + 6y=b
xry + X9 + x3=a
b) 2x1 + 2x3:b

3xg + 3Bag=c

6 Para quais valores de A1 os sistemas lineares

abaixo possuem:
(i) Uma unica solucio?
(ii) Nenhuma solugio?

(iii) Mais de uma solu¢io?

xr + 2y - 3= 4
a) {8r - y + b= 2
dr + vy + (A2-14)2=1+2
b) (A =-8)x + y=0
x + (1-38)y=0



7 Resolva o sistema linear

2r1 - a9 =1x]

21?1 - xr9 + x3=Adx9

221 + 2x9 + x3=Axg

por elimina¢ido gaussiana nos casos (i) 4 = 1 e (ii)
A =2

8 Sejam as transformacoes lineares T : ' = R" —
W = R™ dadas nas respectivas bases canonicas pelas

matrizes A € M, (R) listadas abaixo.
(i)Aplique eliminacio de Gauss-Jordan a A;

(ii)Use o item anterior para determinar o posto
R(T) de T (= dim (T'(/)) = nimero de linhas
nio-nulas de A4 apds eliminagio gaussiana ou
de Gauss-Jordan) e a nulidade N(T') de T (=
dim (ker (T")) = (ndmero de colunas de A) —
(posto de T"));

(iii)Encontre uma base para ker (7") nos casos em
que dim (ker (7)) > 0, lembrando que esse su-
bespaco vetorial de /' é o espaco das solug¢oes

do sistema linear homogéneo T'x = 0.

[1 -1 38
a) A=|5 -4 -4 |;
|7 -6 2
(9 0 1
b) A=|4 0 -2 |;
(00 0
[ 1 4 5 9
c) A= 21 8 0|;
-1 8 2 9
1 4 5 6 9
d.)A:3—214—1;
-1 0 -1 -2 -1
29 8 5 7 8
1 -3 2 2 1
0 8 6 0 -3
e) A=| 2 -8 -2 4 4
3 6 0 6 5
-2 9 2 -4 -5

9 Sejam os conjuntos S = {y1,...,y,} de n ve-
tores em R* dados abaixo. Determine por simples
inspec¢io dos vetores em S um subconjunto de S que
seja uma base do subespaco vetorial L(S) gerado por
S, e determine as componentes dos vetores restantes

em S nessa base.

a) S = {1 = (L0,L 1),y =
(-8,8,7,1),55 = (-1,8,9,8),5 =
(=5,8,5, -1}

by s = {h = (1,-2,0,3),)s =
(2,-4,0,6),5% = (-1,1,2,0),5 =
(0,-1,2,8)}.

10 Sejam os conjuntos S = {y1, ..., y,} de n ve-

tores em R* dados abaixo.

(i)Determine o sistema linear homogéneo com n
., . n =

varidveis A1, ..., 4, dado por e A;yi=0e

escreva a matriz aumentada correspondente;

(i)Aplique eliminacio de Gauss-Jordan ao sis-
tema linear homogéneo obtido no item (i);

(iii)Determine a dimensio k do espaco de solucdes

do sistema linear homogéneo obtido no item

(i) e encontre uma base de solu¢des para esse

sistema se k£ > 0;

(iv)Seja o sistema reduzido apés eliminagio de
Gauss-Jordan (i.e. retirando as linhas s6 com
zeros). Nos casos em que £ > 0, obtenha
as solucdes dos n — k sistemas lineares nio-
homogéneos obtidos tomando-se 11 = --- =
A = 0 no sistema reduzido e tomando o lado
direito da matriz aumentada do sistema ob-
tido pelos vetores-coluna com a j-ésima en-
trada igual a 1 e todas as outras iguais a zero,
j=1,...,n—k.

(v)Use o resultado dos itens (iii) e (iv) para escre-
ver uma base para o subespaco vetorial gerado

por S. Qual a dimensio desse subespaco?

a) S = {3y = (1,1,-4,-8),y9 =
(2’ 0’ 27 _2)’§3 = (2; _1; 3a 2)};
b.) S = {5/)] = (_1711_270)75;2 =

(3,3,6,0),53=(9,0,0,3)}



c) S = {n = (1,1, 0,0), yo =
(0;0, 1’ 1)7&3 = (_2’0’2’ 2)’-;4 =
(07 _87 07 3’ )}7

11 Que condi¢des A1, Ag, A3, A4, A5 devem satis-

fazer para que o sistema linear

tenha solu¢io?

- 3y=4,
- 2y=A1y
y=13
- dy=44
+ 5y:/l5

8 8 &8 &8 8
+

12 Determine o posto das matrizes 4 dadas abaixo

como fungio de t € R:

a.) A=

b.) A=

1 ¢

t 11|

1 1
3 -1
6 -2
-3

13 Calcule a inversa das matrizes 4 abaixo (se hou-

ver) por meio de elimina¢io de Gauss-Jordan. Nos

casos em que nio houver inversa, determine a nu-

lidade e uma base para o niicleo da transformacio

linear correspondente a A.

a) A=

b.) A=

c) A=

AN SN o =

- O O =

2.

4’

9 3

5 6 |;
8 8

29 38 4
6 7 8|
10 11 12|’
3 2 1

d) A=

e

N — O =

— = DN =

CO DN =



Respostas parciais dos exercicios

1 a.) A unica solu¢io é dada por ¥ = (3, 0, 7);

b.) Uma solucio particular do sistema é dada por
Zo = (8,2,-5,0), e uma base do espaco de solucdes
do sistema homogéneo correspondente é dada por

{El = (7> -3,-1, 1)}’

c.) Uma soluc¢io particular do sistema é dada por
Zo = (-2,0,7,8,0), e uma base do espaco de solu-
¢oes do sistema homogéneo correspondente é dada por

{21 =(6,1,0,0,0),29 = (-3,0,-4, -5, 1) };

d.) O sistema ndo possui solu¢io. Uma base do espago
de solucoes do sistema homogéneo correspondente (que

sempre tem solucio) € dada por {z; = (3, 1, 0)};
e.) A tunica solucio é dada por ¥ = (=37, =8, 5);

f.) Uma solu¢io particular do sistema é dada por
Zo = (=5,4,2,0), e uma base do espaco de solucdes
do sistema homogéneo correspondente é dada por

{gl = (137 137 _1’ 1)};

g.) Uma solugio particular do sistema é dada por
Zo = (-11,0, 04,9, 0), e uma base do espaco de solu-
¢oes do sistema homogéneo correspondente (que sempre
tem soluc¢io) é dada por {z; = (-7,1,0,0,0),29 =
(2,0,-3,-3, 1)};

h.) O sistema ndo possui solu¢iio. Uma base do espaco
de solucoes do sistema homogéneo correspondente (que

sempre tem soluco) € dada por {2 = (-19, -4, 1)}.

2 a.) (i) A matriz aumentada do sistema tem a forma

1 1 1| 8

-1 -2 -3 | 1 [; (i) Eliminacio gaussiana resulta
3 -7 4110
1 11 8
na matriz aumentada [ 0 1 2 -9 [; (ii) Elimi-
104
0 0 1|-%7
na¢io de Gauss-Jordan resulta na matriz aumentada
1 0 0 253
21
010 % ; (v) A solucio do sistema é dada por
104
00 1|-37
X1 :%,‘IQZ%’Q:}:—%;

b.) (i) A matriz aumentada do sistema tem a forma

2 2 2|0

-2 -5 2 1 |; (i) Eliminacio gaussiana resulta
8 1 4]-1
1 1 1| 0
na matriz aumentada | 0 1 —% —% ; (i) Elimi-
00 1| 1

nacio de Gauss-Jordan resulta na matriz aumentada

1 00

1
r
0 1 0| 0 [; () A solucio do sistema é dada por
00 1| 1
a1 =-4,29=0,23 =1

c.) (i) A matriz aumentada do sistema tem a forma

1 -1 2 -1|-1

2 1 -2 -2|-2
-1 9 -4 1 ; (i) Eliminacdo gaussiana
3 0 0 -8|-3
1 -1 2 -1]-1
. O 1 -2 0] O
resulta na matriz aumentada :
0O 0 0 -6|-6
0O 0 0 o0} O

(iii) Elimina¢io de Gauss-Jordan resulta na matriz au-

1 0 0 1] 1

01 -2 0|0
mentada ;

00 0 -6|-6

00 O 0|0

d.) (i) A matriz aumentada do sistema tem a forma
0 -2 38| 1
3 6 -3|-2
6 6 38| 5

; (ii) Eliminacdo gaussiana resulta

1 2 -1

na matriz aumentada 0 1

DO[— eo|no

g ; (i) Elimi-
00 O

nacio de Gauss-Jordan resulta na matriz aumentada

1 0 2
01 -
0 0

—
\\]

1

O oo
N bO|— eoln

e.) (i) A matriz aumentada do sistema tem a forma
2 -3|-2
2 1] 1
3 2| 1

; (ii) Elimina¢io gaussiana resulta na



3
I -5 -1
matriz aumentada | 0 1 % ; (iii) Eliminacio de
7
0 0]-g
1
I 0fg
Gauss-Jordan resulta na matriz aumentada | 0 1 % ;
7
0 0fg

f.) (i) A matriz aumentada do sistema tem a forma
3 2 -11]15

5 38 2] 0
; (1) Eliminacfo gaussiana resulta
3 1 3|11
-6 -4 2130
2 1
I 3 -g| -5
01 -1|-75
na matriz aumentada ; (iii) Elimi-
0 0 1
00 0 0
nacio de Gauss-Jordan resulta na matriz aumentada
4
1 0 05y
01 0]2
; (v) A solucido do sistema é dada por
00 1|7
0 0 01]0
a1 =3%,29=2,23="7;

g) (i) A matriz aumentada do sistema tem a

4 -8112
forma 3 -6 9 |; (i) Elimina¢io gaussiana e de
-2 4|-6

Gauss-Jordan resultam na (mesma) matriz aumentada
1 -2(3
0 0]0[;
0 0]0

h.) (i) A matriz aumentada do sistema tem a forma

0 10 -4 1] 1
1 4 -1 1| 2
3 2 1 2|5

2 -8 2 -2|-4
1 -6 3 0| 1)

; (if) Eliminac¢io gaussiana re-

1 4 -1 1| 2]
9 1 |1
01 -5 w1
sulta na matriz aumentada | 0 0 0 0| 0 |; (iii)
00 0 00O
00 0 00O

Eliminac¢io de Gauss-Jordan resulta na matriz aumentada

(1003 3]
01 -3 5%
00 0 00
00 0 0[O0
00 0 0 0]

1) (i) A matriz aumentada do sistema tem a forma

5 -2 610
; (ii) Eliminacio gaussiana resulta
-2 1 3|1
| o
na matriz aumentada 505 ; (i) Elimi-
0 1 2715

nacio de Gauss-Jordan resulta na matriz aumentada

1o 12]2]
57

01 27
j-) (1) A matriz aumentada do sistema tem a forma

1 -2 1 4|1
1 3 7 2 | 2 |; (i) Elimina¢io gaussiana
|1 -12 -11 -16|5
1 -2 1 4|1
resulta na matriz aumentada | 0 1 g g % ; (iii)
0 0 0 0|6

Eliminacio de Gauss-Jordan resulta na matriz aumentada

[ 17 8|7
10 5 5|3
6 6 1
01 3 3|5
|00 0 0]6
~ k.) (i) A matriz aumentada do sistema tem a forma
001 2 -1|4
00 0 1 -1
; (i1) Elimina¢io gaussiana re-
0 01 8 -2|7
24 17 0|7
. 7 -
L2 g d ool;
) 001 2 -1|4
sulta na matriz aumentada ; (iil)
00138 -2|7
00 0 1 -1/38

Eliminagio de Gauss-Jordan resulta na matriz aumentada

1 2 00 38|-6

0000 O] O
0010 1]|-2
0001 -1 3

3 Apenas o item (b) ndo possui solu¢io ndo-trivial.

4 a.) A matriz aumentada do sistema tem a forma

2 1 38/0
1 2 0]0 |;elimina¢io gaussiana resulta na matriz
0 1 1|0



1 2 00
aumentada | 0 1 —1 |0 |, e portanto a tinica soluc¢io
00 10

0;

é a solucdo trivial x1 = 29 = a3 =

b.) A matriz aumentada do sistema tem a forma

3 1 1 110 L. .
; eliminac¢io gaussiana resulta na
5 -1 1 -110
1 1 1 17
matriz aumentada ? ?1’ ? . Uma base de
ry
solucdes é dada por {(—1 1 %, 1,0), (0,-1,0, 1)};

c.) A matriz aumentada do sistema tem a forma
02 2 410
1 0 -1 -3 o .
; eliminac¢o gaussiana resulta na
238 1 110
-2 1 38 -2 0
1 0 -1 8]0
01 1 210
matriz aumentada . Uma base de
00 01/0
00 0110
solucdes ¢ dada por {(1, -1, 1, 0)};

d.) A matriz aumentada do sistema tem a forma

2 -1 =310
-1 2 -3|0 |; eliminacio gaussiana resulta na
1 1 410
1 1 4]0
matriz aumentada | 0 1 % 0 [, e portanto a tnica
0 0 11]0
soluciio € a solucdo trivial x =y = 2 = 0;

e.) A matriz aumentada do sistema tem a forma

0 1 8 -2]0
2 1 -4 8|0 . :
; eliminac¢io gaussiana resulta
2 38 2 -1
-4 -8 5 -410
14 -2 20
01 38 =210
na matriz aumentada . Uma base
00 1 10
00 0 0]0
de solug¢des é dada por {(-6, 5, -1, 1)};

f.) A matriz aumentada do sistema tem a forma

10

(1 8 0 1|0]
1 4 2 0|0
0 -2 -2 -110 [; elimina¢io gaussiana resulta
2 -4 1 1]0
|1 -2 -1 1|0 |
[1 8 0 1[0 ]
01 2 1|0
na matriz aumentada | 0 0 1 % 0 [, e portanto a
0 0 0 110
000 0]0 |
unica solucio € a solugao trivial x; = x9 =23 = x4 = 0.

5 a) A matriz aumentada do sistema tem a forma

2 1
[ 3 6lsl Eliminacio gaussiana resulta na matriz
1 2 4
aumentada 9 o |»1logo o sistema tem como
l|3-3
. 5 _ 2 b _2b .
solugioxr = 5 — 5,y = — 5;

b.) A matriz aumentada do sistema tem a forma

1 1 1]a
2 0 2|5 |. Eliminac¢do gaussiana resulta na ma-
0 3 3¢
1 11 a
trizaumentada | 0 1 0 a-— % , logo o sistema
00 1|§-a+d
tem como solugio x1 = a - §,x9 = a — %, r3=g-—a+ %

6 a.) A matriz aumentada do sistema tem a forma

1 2 -3 4]
3 -1 5 2 Aplicando eliminagio
4 1 22-14|2+2
gaussiana, conseguimos avangar até obter a matriz au-
1 2 -3 4
mentada | 0 1 -2 % . Se A # +4 ou -3,
0 0 A2-16|1-4
o sistema possui uma unica solu¢io. Se 1 = 4 ou -3,

=—-4,0

o sistema possui mais de uma solu¢io. Se A

sistema nio tem solug¢io;

~ b)) A matriz aumentada do sistema tem a forma
A-3 10
1 1-3810

tinica solugio. Se A # 8, aplicando eliminaciio gaussi-

. Se 1 = 3, o sistema possui uma

ana conseguimos avancar até obter a matriz aumentada

1
1 73 |0 logo o sistema possui uma tnica so-
0 226148 | o | 8 P
1-3

lugio se 4 # 2 ou4. Se 1 = 2 ou 4, entio o sistema

possui mais de uma solucio.



7 A matriz aumentada do sistema tem a forma

2-2 -1 00
2 -1-24 110 |. Nocaso A =1, eli-
-2 2 1-210
r_ninagﬁo gaussiana resulta na matriz aumentada
(11 40
0 1 00 [, que tem solugido nio-trivial x; =
|00 0]0
—%, x9 = 0,23 = 1. No caso A = 2, eliminacio gaus-
1 -1 0|0
siana resulta na matrizaumentada | 0 1 0|0 |,
0O 0 1|0

logo a unica solucio é x; = xg = xg = 0.

8 a.) Gauss-Jordan resulta na matriz 4 =
1 0 -16
0 1 -19 |,logodim (T'(}))) =2 e dim (ker (T")) =
0 0 0
1. Uma base de ker (T") é dada por {(16, 19, 1)};
1 00
b.) Gauss-Jordan resultanamatriz4 =0 0 1 |,
0 00

logo dim (T'(}')) = 2 e dim (ker (T")) = 1. Uma base de
ker (T") é dada por {(0, 1, 0)};

c.) Gauss-Jordan resulta na matriz 4 =
1 00 -%
01 0 0}, logo dim(T(")) = 3 e
001 £

dim (ker (7)) = 1. Uma base de ker (T') é dada por
{(g’ 01 _%’ 1)}’

d.) Gauss-Jordan resulta na matriz 4 =
1 01 21
0111 2
00000l logo dim(T'(V)) = 2 e
00000

dim (ker (7)) = 3. Uma base de ker (T') é dada por
{(-1,-1,1,0,0), (-2,-1,0,1,0), (-1,-2,0,0, 1)};

e.)  Gauss-Jordan resulta na matriz 4 =
1002 2]
0100 H
00 1 0 -5 logo dim(T(¥)) = 8 e
0000 0
0 00O 0

dim (ker (T)) = 2. Uma base de ker (T) é dada por

{(_21 07 0’ 11 0)’ (_2; _%a 1‘_521 Oa 1)}

9 a.)) ¥ eyg sdo Li., y3 = Yo + 2¥1 e ys = yo — 2y1, logo
dim L(S) = 2;
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b.) yi e y3 sdo Li, Yo = 2y e yy = y1 + 3, logo

dim L(S) = 2.
A1 + 2/12 + 2/13=0
A - A3=0
10 a.) Obtemos o sistema ! 8
417 + 219 + 3a3=0
—3/11 — 2/12 + 2/13:0
1 2 2|0
1 0 -11]0
com matriz aumentada Gauss-
-4 2 310
3 -2 210
1 0 0|0
01 00
Jordan resulta na matriz aumentada ,
0 0 1]0
0 0 00

logo a tinica solucio do sistema é 11 = 19 = A3 = 0 e por-
tanto £ = 0. Em particular, S € 1.i., logo dim (L(S)) = 3;

-1 + 8419 + 943=0
A 34 =0
b.) Obtemos o sistema b 2
-21 1+ 6/12 =0
313=0
-1 38 9]0
1 3 0|0
com matriz aumentada . Gauss-Jordan
-2 6 010
0 0 3|0
1 0 0]0
. 01 0]0
resulta na matriz aumentada , logo a
0 0 1]0
0 0 0]0

unica solucio do sistema é 1] = 19 = 13 = 0 e portanto
k = 0. Em particular, S é 1.i., logo dim (L(S)) = 3;

’

A1 - 213 =0
A — 314=0
c.) Obtemos o sistema ! 4
Adg + 243 =0
Adg + 213 + 344=0
1 0 -2 010
) 1 0 0 -3]|0
com matriz aumentada . Gauss-
01 2 00
01 2 3|0
1 0 0 00
01 0 00
Jordan resulta na matriz aumentada ,
0 01 00
0 0 0 110
logo a tnica solugio do sistema é 1] = A9 = Ag =
A4 = 0 e portanto £ = 0. Em particular, S € l.i., logo

K



dim (L(S)) = 4.

11 Eliminagio gaussiana aplicada a matriz aumen-

1 -3 |4,
1 -2 29
tada do sistema | 1 1|43 | resulta na matriz
1 -4y
1 5|45 ]
(1 -3 A1 ]
0 1 Adg — A1
aumentada | 0 0| A3+31; —419 |, logo o sis-
0 0 Ay — 2/11 +Ag
0 0 A5+ 7/11 - 8/12

tema possui éolugﬁo se e somente se A3 = 419 — 311,
Ay=911—dgeds=81g—711.

12 a.)  Eliminacio gaussiana resulta na matriz
1 1 ¢
0 1 -1 |set#1,-2 logo o postode A éigualad
0 0 1
nesses casos. Se t = —2, elimina¢io gaussiana resulta na
1 1 -2
matriz | 0 1 -1 |, logo o posto de 4 é igual a 2. Se
00 O

12

t = 1, o posto de A é obviamente igual a I;

b.) Eliminacio gaussiana resulta na matriz
I 3 —t
0 1 —%—t set # 1,2, logo o posto de 4 ¢ igual
0 0 1
a 3 nesses casos. Sel = %, elimina¢iio gaussiana resulta
1 38 -3
na matriz | 0 1 —% , logo o posto de A ¢ igual a
00 O
2. Se t = 1, elimina¢iio gaussiana resulta na matriz
1 3 -1
0 1 —% , logo o posto de A é igual a 2.
00 O
13 a.)A‘1=[ _3 }]
2 2
8 -8 3
b) A =47 -10 -11 12 |;
3 18 -12
c.) A tem nulidade igual a 2;
-4 1 3 -1
d) A = % -10 4 0 2
18 -3 -3 -3
2 -2 0 2



