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Subespacos Vetoriais, Combinac¢des Lineares

c.)
1 Determine quais dos seguintes subconjuntos a b
W c V do espaco vetorial /' = R3? sdo subespacos W= {A . v
vetoriais de V:
a) W ={Z=(a,b,c)eV |b=c=0); det(A):ad—bC=0};
b) W={&=(a,b,c)elV |b=c=1};
c) W={x=(a,b,c) eV |b=a+c}; d.)
d) W ={x=(a,b,c) eV |b=a+c+1};
e) W={i=(a,bc)eV |a=b=c}; W:{A: ¢ Z eV czO}.
f) W ={x=(a,b,c) eV |a=coub=c}; ‘
g) W ={Z=(a,b,c)eV |a®-b*=0}
h) W ={Z=(a,b,c) eV |b=2a,c=3a}.

3 Mostre que os seguintes subconjuntos W~ c V'
do espaco vetorial V' = M, x, (R) das matrizes n X n

9 Determine quais dos seguintes subconjuntos | €M entradas reais (ver Exercicio 3 da Lista 1) sdo

W c V do espaco vetorial /' = Mlgyo(R) das ma- subespagos vetoriais de J:

trizes 2 X 2 com entradas reais (ver Exercicio 8 da a) W ={A4=a;] eV |Tr(4) = ?:1 ajj =0};
Lista 1) sdo subespacos vetoriais de /:
a.) b) W ={4 = [a;] € V | aji = —a;j ,1,j =
. b 1,...,n};
W={A: c a1 “’b’c’dez} ; ¢) W = {4 = [a;] € V | AB = BA}. Aqui

B = [b;;] € V' é uma matriz fixa, e AB denota
b)) o produto das matrizes A e B, cujo elemento

na 7-ésima linha e j-ésima coluna é dado por

W = { 4= b cV 2= @itbyj (analogamente para BA).
¢ d
atbtetrds= O} ; 4 Determine quais dos seguintes subconjuntos

W c V do espaco vetorial V' = P3(R) = {x —



f(x) = ap + a1x + agx? + agx® | ag, a1, as, ag € R}
dos polinomios de ordem < 3 (ver Exercicio 11 (r)

da Lista 1) sdo subespacos vetoriais de /:
a) W={feV]a =0}
b) W={f€eV ]|ay+a+ag+ag =0}
c) W={f€eV|ay,a,ay, a3 € Z};
d) W ={f €V |ag=ag=0}.

5 Determine quais dos seguintes subconjuntos
W c V do espago vetorial V' = F(R,R) = {f :
R — R} das fungdes de R em R sdo subespacos

vetoriais de /:

a) W ={f€eV|f(x)<0paratodox € R};

b.) W =A{felV|f(0)=0}

c) W=A{feV|[(0)=2}

d) W = {f € V| f(x) =constante para todo
x € R};

e) W = {f € V| [l = a4+
Agsen(x), A1, A9 € R}

6 Determine:

a.) Quais dos subconjuntos /~ do espaco vetorial
R2 dados pelos itens (e), (f), (2) e (i) do Exer-
cicio 11 da Lista 1 sdo subespacos vetoriais de
R2;

b.) Quais dos subconjuntos 7~ do espaco vetorial
R" dados pelos itens (g) e (q) do Exercicio 11

da Lista 1 sdo subespacos vetoriais de R";

¢.) Quais dos subconjuntos /~ do espaco vetorial
Moo (R) dados pelos itens (m), (n) e (o) do
Exercicio 11 da Lista 1 sdo subespagos vetori-
ais de Moxo(R).

7 Dado um subconjunto @ # S C / de um es-
paco vetorial / sobre R, denotemos por L(S) =
{ ;.L:lﬂjijlfjes,/leR,nEN}CVOSU—
bespaco vetorial gerado por S (se S = @, definimos

L(S) = {6}). Prove as seguintes afirmacdes:

a) S c L(S);

b.) Se S = {1y, ..., %}, entdo podemos tomar
n = k fixo na defini¢io de L(S);

c.) Seja W c V' um subespaco vetorial de /. Se
S c W, entdo L(S) c W. Em outras pala-
vras, L(S) é o menor subespaco vetorial de
V' que contém S;

d.) S é subespaco vetorial de /' se e somente se
L(S) = S; (Dica: use a caracterizac¢io de su-
bespacos vetoriais vista em aula)

e) SeScT c/V,entio L(S) c L(T).

f.) Se S,T c V sio subconjuntos de V', entdo
L(SNT)cL(S)nL(T);

g) Sejam /' = R3S = {(1,0,1),(1,0,-1),
0,0,0)} e T = {(1,1,0),(1,-1,0),
(0,0,0)}. Mostre que L(SNT) # L(S) N
L(T).

8 SejalW =L{(1,1,1),(1,-1,-1)}). Encon-
tre A, u, v € R tais que (x, v, z) € W se e somente
se dx + uy +vz = 0.

9 Exprima os seguintes vetores em / = R® como
combinacdes lineares dos vetores # = (0, -2, 2) e
v =(1,3,-1), se possivel:

a.) (2,2,2);

b.) (3,1, 5);

c.) (0,4,)5);

d.) (0,0,0).

4 -4
10  Mostre que a matriz D = l 6 16 } pode ser

escrita como combinacio linear das matrizes

A:IQ,B:_lg,C:I_Q,
3 4 3 -4 -3 4

11 Sejam v, 09,03 € W, Wy, Wy Os vetores em

V' = R? dados respectivamente pelas linhas e pe-



las colunas da matriz

A=

N A =
oo Ov b
o O W

a.) Verifique que esses vetores satisfazem as rela-
coes U3 = 209 — U] e w3 = 2W9 — W1;

b.) Exprima @; e w9 como combinacio linear
dos vetores U] e U9, € vice-versa;

c.) Conclua dos dois itens anteriores que
L({71, vg, U3}) = L({w1, We, W3}).




Respostas parciais dos exercicios

1 W definido nos itens (a), (c), (e) e (h) sdo subespagos

vetoriais.

2 W definido nos itens (b) e (d) sdo subespagos ve-

toriais.

4 W definido nos itens (a), (b) e (d) sdo subespacos

vetoriais.

5 W definido nos itens (b), (d) e (e) sio subespacos

vetoriais.

6 a.) Itens (e), (g) (comn = 2) e (i);
b.) Ambos os itens (g) e (q);
c.) Itens (n) e (o).

7 a.) Claramente, dado qualquer Z € S, temos que Z ¢
uma combinacio linear de um tnico elemento de S (com
A1 =1);

b.) Dado Z = ;.‘:1 AjZj € L(S),sejaT = {Zy, ...

S. Como S ¢ finito, segue que S \ T ¢ finito. Escre-

, T} C

vendo S\ T = {Zy41, ..., %} e definindo 4; = 0 para

j=n+1,...,k, temos que ¥ = Z;l=1 @ = Zl;zl A j;
d.) Segue do item (a) que basta mostrar que S é subes-
paco vetorial de /” se e somente se L(S) c S. De fato, se
L(S) c S entdo S ¢é subespaco vetorial de /. Conversa-
mente, prova-se por indu¢iio em n que se S € subespago
vetorial de /', entdo L(S) C S;

g.) Claramente SNT = {(0, 0, 0)} e portanto L(SNT") =
{(0,0,0)}, mas (2,0,0) = (1,0,1) + (1,0,-1) =
(1,1,0)+(1,-1,0) € L(S)n L(T).

8 Uma resposta possivel é 1 =0, u=1,v =-1.
9 a) 11 =29=2;b.) 11 =4, 19 = 3; c.) Nio € possi-
vel escrever (0, 4, 5) como combinacio linear de % e v;

d) 11 =22=0.

10 D=A4+B+4C.



