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(In)dependéncia linear, bases e dimensio

SeS = {z, ..

.,eu}ébasedeV  entdio ¥ = (x1, ..

de suas componentes em S — se, por exemplo, /' = R" e S é a base canénica, entdo I = (x1, . .

(X1, .-, ).

., Ty)s = 21, x;¢; ¢ arepresentagdo de ¥ € J em termos

. ,xn)S =

Adotamos as seguntes abreviacdes: c.l. = “combinacio linear”; 1.d. = “linearmente dependente(s)”; 1.i. =

“linearmente independente(s)”. Exercicios estrelados (*) sio mais trabalhosos.

1 Prove que os seguintes subconjuntos S ¢ / de
espacos vetoriais /* sobre R sdo l.d. por inspecio

direta dos elementos de S:
a) V=R3S={(-1,24), (5, -10,-20)};
b) ¥V =R2%S={(8,-1),4,5), (-4, 7}
c) V = Po(R) (ver exercicio 4 da Lista 2),
S ={fi(x) = 3-2+x2, fo(x) = 6-4x+222};

d) V = Moxe(R) (ver exercicio 38 da Lista 1),

g —34’3—4.
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2  Quais dos seguintes subconjuntos S ¢ /= R3
sdo l.d.? Justifique.

a.) S={4,-1,2),(-4,10,2)};
b.) $={(-3,0,4),(5,-1,2),(1,1,3)};
c) S={(8,-1,8),(4,0, DH};

d) S = {(-2,0,1),(8,2,5),(6,-1,1),
(7,0, -2)}.

8 Quais dos seguintes subconjuntos § ¢ /= R*

sdo 1.d.? Justifique.

a) S =1{@3,8,7,-3),(1,5,8,-1),(2,-1,2,
6),(1,4,0,3)};

b.) $={(0,0,2,2),(3,38,0,0),(1,1,0,-1)};

c) S=4{(0,-38,-3,-6),(-2,0,0, -06),
(0; _47 _2, _2)7 (0; _8; 4) _4)}7

d) S ={(3,0,-3,6),(0,2,3,1), (0, -2, -2,
0),(-2,1,2, 1)}.

4  Quais dos seguintes subconjuntos S C V' =
P<9(R) sio 1.d.? Justifique.

a) S={2-z+422, 8+6x+222%, 2+ 10z —42%};

b) S={3+x+2% 2—x+522 4 -322};
c) S={6-22,1+z+422};

d) S={1+3x+322, z+42%, 5+6x+32%,7+
9x — 2%},

5 Prove que os seguintes subconjuntos S ¢ /' de
espacos vetoriais / sobre R ndo sio bases de J por

inspecio direta dos elementos de S (isto €, sem usar



informacio sobre a dimensio de /'):

a) V=R2%S={(1,2),(0,3),(2,7}
b) V=R3S={(-1,3,2), (6,1, 1)}
c) V=P4(R),S={fi)=1+x+2%, fo(zx) =

x—1};
1 1 6 0
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6 Quais dos seguintes subconjuntos S ¢ /' = R?

d.) V = dlexe(R), S = {

3 0
1 7|

sdo bases de V7 Justifique.

a) S={(2,1),3,0}

b.) S={(4,1),(-7,-8)}
c.) $={(0,0),(1,3)}

d) S=1{3,9), (-4, -12)}.

7 Quais dos seguintes subconjuntos S ¢ /' = R3
sdo bases de /'? Justifique.

a.) $={(1,0,0),(2,2,0),(3,38,3)};
b.) S={(@3,1,-4),(2,5,6),(1,4,8)};
c) $={(2,-3,1),4,1,1),(0,-7, 1) };
d) $={(1,6,4),(2,4,-1),(-1,2,5)}.

8 Quais dos seguintes subconjuntos S c V =
P<9(R) sdo bases de V'? Justifique.

a) S={1-8x+22% 1+x+42%,1-"7x};
b) S={4+6x+2% —1+4x+222, 5+22—2%};

2 2 2}.
)

c) S={l+zx+ax%,x+2%,x

d) S={-4+x2+322 6+5x+22%, 8+4x+2%}.

9 Mostre que
3 6 0 -1
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é uma base de V' = Moyo(R).

10 Seja S = {fi(x) = cosz, folx) =
senz, fa3(x) =cosx} cV =F(R,R)={f : R —
R}, e W = L(S) c V o subespacgo vetorial gerado
por S.

a.) Mostre que S ndo é uma base de

b.) Encontre uma base de /.

11 Calcule as componentes de ¥ € V' = R? na base

S = {#, To} C ¥ nos seguintes casos:
a) i=(3,-7),S=1{(1,0), (0, D}
b) Z=(1,1),S=1{(2 -4),(3,8));
c) i=(a,b),S=1{(1,0), (0,1} (abeR).

12 Calcule as componentes de & € /' = R? na

base S = {Z1, T9, T3} C V" nos seguintes casos:

a) ¥ = (3,3,3), S = {(2,-1,3),(1,0,0),
(2,2,0)};

b) Z=(7,-8,9),S ={(5,-12,3), (1,2, 3),
(-4,5,6)}.

18 Calcule as componentes de f € V' = Po(R)
na base S = {/1, fo, f3} nos seguintes casos:

a) f(x)=4-8z+2% S={1,z, 2%};

b) f(x)=2-x+a% S ={l+x,1+2% z+2?}.

14 Calcule as componentes de 4 =

-1 3

20]
€



V' = Moyxo(R) na base
G -1 11 00 00
1o of’lool|’[1Lo]|’]o 1|

15 Determine a dimensio dos seguintes subespa-
cos W cV =R
a) W ={(a,b,c,d) eV |d=0};
b.) W ={(a,b,c,d)eV |d=a+b,c=a-0b};
c) W=A{(a,b,c,d) eV |a=b=c=d}.

16 Determine a dimensio do subespaco W c V' =

P.3(R) dado por W = {x — f(x) = ap+ajx+asx>

agzd €V | ap = 0}.

+

17 Encontre um vetor da base canonica de V= R3
que pode ser acrescentado ao subconjunto Li. §" =
{Z1, Z9} € V' de modo a obter uma base de /" nos

seguintes casos:
a) S={(-1,2,8),(1,-2,-2)};
b) S ={(1,-1,0), (3,1, -2)}.

18 Encontre dois vetores da base canonica de V' =
R* que podem ser acrescentados ao subconjunto Li.
S, = {‘fl = (17 _4; 2’ _3)752 = (_8’ 87 _47 6)} C

V' de modo a obter uma base de /.

19 Seja S = {Z1, X9, ¥3} uma base do espaco ve-
torial /. Mostre que T' = {¥, | + X9, X1 + X9 + X3}

também ¢é uma base de V.

* 20  Seja/ um espaco vetorial sobre R, dim /" =

n,eS ={xy,...,%,} umabase de /.

a.) Mostre que S = {3, ..., %} é um subcon-
junto Li. de /' se e somente se o subconjunto
S={0,...., 0 cR" ={F:{1,...,n} >
R} € l.i., onde 7;(j) € igual a j-ésima compo-

nente de yy nabase S,[=1,...,k;

b.) Dada a notaciio do item anterior, mostre que

L(g) =V se e somente se L(S) = R".

* 21 Use o Exercicio anterior aplicado a V' =
P<o(R), S = {e1(x) = 1,e9(x) = z,e3(x) = 2%}
(base canonica de /) para obter bases de W = L(S)

nos seguintes Casos:
a) S={-1+x-222,3+3x+622, 9};
b.) S={1+x, 22, -2+ 2};
c) S={l+x—3822 2+2x — 622, 3+3x —9x?}.



Respostas parciais dos exercicios

1 a) (5,-10,-20) = -5(-1,2,4);
c) fo=2f;

d) —34:_3—4.
2 0 -2 0

2 Oitem (d) é 1.d., pois consiste de quatro vetores
e dim/ = 3. Os outros itens sdo l.i. — por exem-
plo, hd apenas dois vetores em S nos itens (a) e (c),
mas em nenhum desses itens os dois vetores sio um

muiltiplo escalar do outro.

3 Nenhum deles, os quatro itens sio Li. . Por exem-
plo, no item (b) qualquer combinacio linear dos dois
primeiros vetores em S é da forma (36, 3b, 2a, 2a),
a,b € R, que jamais pode ser um muiltiplo escalar

do terceiro vetor em S.

4 Somente o item (d) é 1.d., pois consiste de quatro
vetores e dim/” = 3. Os outros itens s3o l.i. — por
exemplo, no item (c) S consiste de dois vetores e um

nio é multiplo escalar do outro.

5 a) 2(1,2)+(0,3) - (2,7) =0, logo S nio é Li,;

< .
2 nao pOdC ser escrito como

c.) O polinomio f(x) = x
combinacio linear de fj e fo, logo S nio varre V;

d.) Os quatro tltimos vetores de S sdo l.i.; basta encon-
trar a combinacio linear deles que representa o primeiro

vetor.
6 Itens (a) e (b), pois apenas estes s3o l.i. .

7 ltens (a), (b) e (c), pois apenas estes sio Li. .

8 Itens (c) e (d), pois apenas estes sdo Li. .

10 a.) cos 2z = cos?z — sen? x;

b.) Ajcos?x +Adgsen?z = (11 — Ag) sen®(x) + A1 para

qualsquer A1, 19 € R. Decorre dessa férmula que sen® z

e cos? x constitui uma base de W .

11 b) (1,1) = (4, L.

12 a) (3,3,8) = (1, -8, 2.

18 b)) 2-x+2%=(0,2,-1)s.
3 3

14 A = 959> —1, 3)S

15 a) dimW =38;

b.) dimW =2;
c) dimW = 1.
16 dim/#/ = 3.

17 Uma maneira equivalente de formular o exerci-
cio é: qual vetor da base canonica de /' ndo pode ser

escrito como combinacio linear dos elementos de

N

18 Uma maneira equivalente de formular o exer-
cicio é: quais vetores da base canénica de /' nio
podem ser escritos como combinacio linear dos ele-

mentos de S’?

19 Notar que /11:?1 +/12(fl +fg) +/13(f1 +52 +53)3) =
81171 + 21979 + A373.



