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Produto escalar

Assumimos que todo espaco vetorial (real) /” € imbuido de um produto escalar fixo (Z, ¥). No caso em

-,xn),j’): (3’1,
que a base canoénica de R” é ortonormal — ver e.g. o Exercicio 1 abaixo). Se S = {¢}, .

queV/ =R">7% = (x1, .. V), (T, ) = Z}’zl xjy; € o produto escalar canonico (de modo
.., ey} ébase deV,

entio ¥ = (x1, ..., x,)s = Z?:l x;¢; € a representacio de ¥ € ' em termos de suas componentes em S — se,

por exemplo, /' = R" e S é a base candnica, entio & = (x1, ..., Zy)s = (X1, ..., ZTp).

Se p(t) = at® + bt + ¢ é um polinomio de grau 2 (a, b, ¢ € R, a # 0), o discriminante de p(t) é dado por
A = b% — 4ac, de modo que as raizes de p(t) sio dadas por t, = = é—'a\@

Adotamos as seguntes abreviacdes: c.l. = “combinacio linear”; 1.d. = “linearmente dependente(s)”; 1.i. =

“linearmente independente(s)”. Exercicios ou itens estrelados (*) sdo mais trabalhosos.

1 Mostre que a forma bilinear (Z,y) = 21 iy
em} = R" é um produto escalar real em V" ({-, -)
é denominado o produto escalar canonico em R™). Se
S = {ey, ..

mostre que pOdeOS escrever

., ¢y} € abase candnicade V e X €V,

n

i= Z(Zj,@zj .

i=1

2 e considere

2 Seja o espaco vetorial /' = R
os vetores ¥ = (1,2) ey = (-1,1). Encontre

2 =(z1,29) €V tal que (X,2) =—1e (y,2) = 3.

3 Seja S = {#1, 29} a base canonica de /' = R?
e A € Moo (R). : V2 — R por
w4(Z,5) = ZL Ays.

Defina wy

a.) Mostre que w4 € bilinear, i.e. satisfaz as pro-

priedades de linearidade com respeito a pri-

meira e segunda varidveis;

b.) Mostre que w4 é um produto escalar em V
se e somente se A = AT,A} > 0, Ag >0e
det(A) > 0.

4 Sejal = Moxo(R) (ver Exercicio 8 da Lista 1),

€

9
(A, B)=Tr(A"B) = ) A;B;;
Q=1
= A11B11 + A19B19 + A91Bo1 + A9eBoyg

onde Tr (C) = Cy; + Cyg € o tra¢o da matriz C =
[Cij] €V (i.e. Cjj é a entrada de C na ¢-ésima linha
e j-ésima coluna) e CT = [Cji] ¢ a transposta de C.

Mostre que (A4, B) é um produto escalar em /.

* 5 Sejal =CJa,b], R) = espaco vetorial das
fun¢des continuas de [a, b] em R, munido das ope-
ragdes vetoriais pontuais (f + g)(¢) = f(¢) + g(v),
(af)(t) =af(t), f,g €V, a,t € R. Mostre que



f,8) = fabf(t)g(t)dt ¢ um produto escalar em /.

*6 Sejal = Po(R) ={/: R >R|[() =
ag + ait + agt? , ap, a1, as € R} o espaco vetorial
(com as operacdes pontuais de espacos de funcoes)
dos polindomios de ordem < 2 com coeficientes re-
ais (ver Exercicio 11 (r) da Lista 1), e § = {/fj+1(¢) =
tj=0,1,2} abase canonica de V.

a.) Mostre que se f () = ag + ait + ast?, g(t) =

bo + byt + byt? sdo vetores em V', entio

1 2 ajbk
0= [ rwgd - 2 e

b.) Mostre que (f, g) define um produto escalar
em V. (Dica: use o Exercicio 5. Para provar
que {(f, /) = 0 implica / = 0, notar que a pri-
meira identidade implica, pelo Exercicio 5,

que / se anula em qualquer ponto de [0, 1])

7 SeV é um espaco vetorial (real) e W é um su-
bespaco vetorial de V', o complemento ortogonal de W

é dado por
W+ ={ZeV |{(%,y)=0paratodoy € W}.

a.) Mostre que W'+ ¢é subespaco vetorial de /.
b.) Seja S, = {e1, ..
(de modo que dim (W) = k), e considere a

., €} uma base o.n. de W’

projecdo ortogonal Py ao longo de W'

k
Pyii =) (7, D) .
j=1
Mostre que Pfy = Py, X € W se e somente
se Py =, e que (Pyx,y — Pypy) =0 para
todo Z, % € V. Conclua dai que PyZ = 0 se
e somente se T € W=+,
c.) Mostre que se I € V, entdo existe uma
tinica escolha de Xy € W, ¥, € W+ tais que
X =Zo+x1. Conclua dai que W N+ = {0}.
(Dica: use o item (b))

d.) Mostre que se dim (/') = n e dim (W) = &,
entdo dim (W' +) = n—k. (Dica: estenda a base
o.n. S, de W a uma base S de /' e ortonor-
malize S usando Gram-Schmidt. Conclua
usando o item (c) que se S = {¢], ..., ¢,} €

a base o.n. de /' obtida a partir de S;, entio

S =S\ S = {61, .-, 6} ébase de W)

8 Seja (-, -) um produto escalar em / (os pon-
tos denotam os argumentos do produto escalar),
cuja norma euclidiana é dada por ||Z|| = W,
(& Sk = {Zl, ..

Seja

., €} um conjunto ortogonal em V.

koo -
. (€, T)

=1

a projecio ortogonal de /" ao longo de W = L(S;)
com respeito a (-, -) (Exercicio 7).
a.) Mostre que [|Z]|* = || Py (D)1 + 12— Py (Z) ||
para todo X € V. (Dica: demonstre primeiro
a seguinte forma do Teorema de Pitdgoras: se
(&,5) = 0, entdo |7 +7|1* = [IZ]1* + IF]I*)
b.) Demonstre a desigualdade de Bessel: para todo
zev,
k - - 2
<€ja x) -2
Z —=5 =< [IZlI*,
24715
com igualdade se e somente se ¥ € W. (Dica:
use o teorema de Pitdgoras para obter que
”PW(x)” = Zj;] ||Ej||2 .

gando o resultado do item (a))

Conclua empre-

9 Use ortonormaliza¢io de Gram-Schmidt para
obter uma base o.n. S, do subespaco vetorial W =
L(S) de dimensio dim (/) = k do espaco vetorial
V' a partir da base dada S de /¥ nos seguintes casos:

a) V=R2S={/=(34))

b) V =W =R3 S = {/
(1,0,-1), f3 = (0,3, 4)};

)V =R'eS ={ = (1,0,-1,1), fy =
(2,8, -1,92)).

= (1,0,1), /4 =



10 Use as bases o.n.’s obtidas no Exercicio 9 para
escrever a projecdo ortogonal Py Z de X € V' = R”
sobre W nos itens (a)—(c) desse Exercicio em termos
das componentes de I na base canonica. Use os re-
sultados obtidos para construir uma base o.n. S; do
complemento ortogonal W+ de W (ver o Exercicio
7 acima) nos itens (a) e (c). (Dica: procure vetores I
tais quej?: TPy +0)

11 Seja V' = Mloxe(R) munido do produto esca-
lar dado no Exercicio 4 acima. Obtenha o comple-
mento ortogonal '+ (ver o Exercicio 7 acima) dos
seguintes subespacos vetoriais #/ C J” abaixo:
a) W ={A=[A;] eV |4ij=4i};
b) W = {4 = [4;j]] € V| A = al}, onde
10
1= [ é a matriz identidade;
0 1
c) W={4eV |A4;j=0sei # j}.

* 12 Sejal = P9 (R), e {f, g) o produto escalar

dado no Exercicio 6.

a.) SejaW = L({f(t) = 1}). Encontre W tal

como definido no Exercicio 5.

b.) Aplique ortonormaliza¢io de Gram-Schmidt

a base canénica de V.




Respostas parciais dos exercicios

3 a.) Notar que se ¥ = (x1,x9) ey = (y1,y9), entido
wa(Z,5) = 21 (A{y1 + Ajyg) + xo(Ayy1 + Azyo).

b.) (esboco) Mostre que w4 ser simétrico é o mesmo que
exigir A = AT. Notar ainda que se ¥ = (z,y) e A = A7,
entdo wy(Z,7) = A}xQ + QA%xy +A§y2 — use 0s casos
particulares ¥ = (1, 0), (0, 1) para mostrar que w4 ser
positiva definida implica A1, Ag > (). Seja o polindmio
p(x) de grau < 2 em x dado por p(x) = wy(Z,T) (y é
visto aqui como uma constante) — mostre que o discri-
minante de p(x) é dado por A = —4y?det(A4), e conclua
dai que w4 ser positiva definida implica det4 > 0. Con-
versamente, se A%,Ag > 0 e det(A) > 0, mostre que
p(x) > 0 paratodoy # 0 e, caso y = 0, temos p(x) =0

se e somente se x = 0.

10 a) Py (xy,x9) = (9‘%1;2@, 12“2)})16@), fo=(1,0) -

Pur(1,0) = (8, -2), 51 = fia = (4, - D).

11 a.) W = {B = [Bij] eV | Bij = —B]'i};
b)) W ={B=[B;j] €V | Tr(B) = 0};
C.) W = {B = [Bij] eV | Bi1 =By = 0}



