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PREFACIO

Estas sdo notas de aula para a disciplina MCTBOOI — Algebra Linear, ministrada no primeiro
quadrimestre letivo de 2022.
Comentdrios, correcoes, sugestdes e criticas dos estudantes e/ou leitores sio bem-vindas e até

encorajadas. Quaisquer destas podem ser enviadas com prazer ao autor pelo email
pedro.ribeiro@ufabc.edu.br.

As presentes Notas serdo mantidas em estado de movimento — atualiza¢des serdo feitas com

frequéncia, e a ultima versdo poderd ser encontrada na minha pdgina Web
https://pedroribeiro.prof.ufabc.edu.br/

Sao Bernardo do Campo, 11 de Fevereiro de 2022
Pedro Lauridsen Ribeiro
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Notagio, CONVENCOES E ROTEIRO



ESPA(;OS VETORIAIS

1. Motivagio

O conceito de vetor origina-se em Geometria e em Fisica — a saber, quantidades
como deslocamento, velocidade, aceleracio, forca, etc.. sdo descritas pelo ente
geométrico que conhecemos como vetor. Dessas quantidades, talvez a no¢io de
deslocamento seja a que expressa de maneira mais elementar o conceito de vetor,
portanto usar-la-emos como motivacdo para tal conceito.

Veremos ao elaborar a no¢io de deslocamento que vetores sio melhor caracteri-
zados ndo tanto pela sua interpretagio geométrica, mas pelas operacdes que podemos
aplicar a tais objetos.

Consideremos dois conjuntos nfo-vazios E, V', que serdo nossa arena para uma

forma rudimentar de geometria que iremos refinar de maneira gradual:

e E =espaco de pontos A, B, C, .. .;

- -

o J = espaco de vetores de deslocamento T, y, 2, . . ..

A nocio de deslocamento de um ponto A € E a outro ponto B € E é fornecida

abstratamente por uma funcio
- - —
d:EXE>(A,B)— d(A4,B) =AB

— a chamada fung¢@o deslocamento ou funcao translagio de E — que assumimos satisfazer

as seguintes propriedades:

(i) (unicidade do deslocamento a partir de um ponto inicial dado) Dados 4 € E,
—
X €V, existe um #nico ponto B € E tal que AB = Z. Ou seja, para cada 4 € E
a funcio

- - —
d(A,"):E>Bw~d(A,B)=A4B
é bijetora. Denotamos esse ponto B por

B = A+ X = translagao ou deslocamento de A por I,

—
de modo que B = A + AB para A, B € E quaisquer. Nesse caso, dizemos tam-
bém que A € o ponto inicial do deslocamento e B, o ponto final do deslocamento.

—_ —
Em particular, se AB = AC entdo B = C.

(i1) (Lei do Paralelogramo) Dados 4, B, C, D € A quaisquer, temos que

—_— = — —
AB = CD se e somente se AC = BD .



I. ESPAGOS VETORIAIS

Podemos entender tal no¢io de deslocamento como sendo “em linha reta” — a
discussio a seguir dard mais substincia a essa interpreta¢io. Notar que a operacio
de transla¢iio de um ponto por um vetor s6 é bem definida gracas a (i).

A propriedade (i) nos permite identificar os conjuntos E e /” mediante a escolha
de um ponto arbitrdario O € E, denominado origem, através da correspondéncia
biunivoca

- - -
E>A—0A€lV; Vox—0+xek.

De fato, como vimos acima,
— _—
A=0+4+0A4, 7=0(0+1Z).

A propriedade (ii), por sua vez, pode ser entendida como uma nogio de paralelismo:
deslocamentos a partir de dois pontos iniciais dados sdo iguais se e somente se o
deslocamento entre esses dois pontos iniciais for igual ao deslocamento entre os dois
pontos finais, tal como lados opostos de um mesmo paralelogramo (dai o nome).

A nocio de deslocamento nos permite definir uma operagio bindria em /
VXV a(@y—>i+yel,
denominada soma vetorial. A saber, dados X,y € V' e A € E, definimos
A+@+y)=(A+2)+y .

- - - -3 - =2
Equivalentemente, se B=A4+x e C =B +Yy, de modo que ¥ = AB e’y = BC, temos
- - - - iy . . -
que ¥ +y = AB + BC = AC. Ou seja, a soma vetorial é o vetor de deslocamento
obtido ap6s dois deslocamentos sucessivos.

A pergunta que precisamos responder agora € se a defini¢io da soma vetorial
dada acima depende da escolha do ponto inicial 4. Denotemos por ora a operacio
que acabamos de definir por + A — mostraremos agora que +4 = +4 para A, A’ € E
quaisquer, de modo que podemos eliminar da nota¢io de soma vetorial a referéncia

ao ponto inicial. De fato, escrevendo B’ = A’ + X e C’ = B’ +y, temos que

—

— — —_—
i=AB=AB, $=BC=BC,

de modo que (ii) implica

AA"=BB = C(C’

e portanto
- - -
AC=x+4y=AC' =x+4y,
como desejado.

A operacio de soma vetorial em / satisfaz as seguintes propriedades:



1. Motivagio

(a) (comutatividade) Dados X,y € V' quaisquer, temos que T +y =y +

K

8y

(b) (associatividade) Dados X, y, 2 € V' quaisquer, temos que (X+y)+2 = T+ (¥ +2);

(c) (existéncia de elemento neutro) Existe um vetor 0 € J tal que £ + 0 = X para
todo X € V. Notar que se 0, 0’ € V' sdo tais que £+ 0 = £ + 0’ = ¥ para todo
Z € V', tomando Z = 0 resulta em 0’ W6+0 =0. Logo, um vetor 0 € /' que

satisfaca (c) é wnico — denominamos esse vetor o vetor nulo ou (vetor) zero de V';
(d) (existéncia de oposto) Dado & € V', existe um vetor —% € }' tal que ¥ + (=) = 0.
Notar que se existem y, y’ € V tais que T +y = X +y’ = 0, podemos escrever

- - - > 2 () > - - - b > o -, [ -, 2 o =) R -,
5+(E45) = 540 €5 Q5@+ € G+ L @) = 047 L0 Ly

~

Logo, para cada & € J/ um vetor —Z satisfazendo (d) € #nico — denominamos
esse vetor o oposto de T ou simplesmente menos I. A propriedade (d) nos

permite definir a subtragio ¥ —y = ¥ + (=y) para X,y € J quaisquer.
Vejamos como (i)—(ii) implicam (a)—(d).

(@) Dados 4 € E, Z,y € V', definimos B=A+%Z,C =B+y=A+ (I +Y)e
B =A+y,C’=B"+x=A+ (y +1), de modo que

— — —_—
T=AB=BC", y=BC=AB
e portanto, devido a (ii),
— — —_—
AB=B'C =B'C’.

A propriedade (i), por sua vez, implica dai que C = C’ e portanto AC =X +5y =
y+x =AC’, como desejado.

(b) Dados 4 € E, Z, 5,2 €V, temos pela defini¢io de soma vetorial que

A+ (X +y)+2)=(A+ (X +y)+2=((A+T)+)) +2

A+@+(G+2)=A+D)+(+2)=((A+X)+y) +Z,
de modo que de fato (X +y) +z2 =7 + (y +2).

(c) O zero consiste num deslocamento trivial, ou seja, nio saimos do ponto inicial
dado. Mais precisamente, dado 4 € E, definimos 0 = /ﬁ, de modo que
(ii) implica trivialmente que 0 =VecdA = ﬁ para A, A" € E quaisquer.
Veremos agora que tal 0 satisfaz (c) — de fato, dado X € V', escrevendo B = A+X%

Lo =y = —> )
temos que £ + 0 = AB + BB = AB = %, como desejado.



I. ESPAGOS VETORIAIS

(d) Dados ¥ € V', A € E, o oposto de X corresponde ao deslocamento no sentido
- . - -
oposto. Mais precisamente, escrevendo B = 4 + ¥, definimos —x = BA. Tal

defini¢io é imediatamente sugerida pela prova de (C) apresentada acima, e

prontamente implica (d): 7 + (=) = AB+BA=AA4=0.

— - —

I.1 OBservagio. Conversamente, a férmula AC = AB + BC e a comutatividade (a)

da soma vetorial juntamente com a propriedade (i) implicam a Lei do Paralelogramo
—_ = —

(i1). De fato, sejam A, B, C, D € E tais que AB = CD = z. Definindo y = AC,

— —
seja (por (1)) o ponto D’ = B +y, de modo que AC = BD’ = yj. Temos entdo que
_— s — — — =
comutatividade (a) e as férmulas AD” = AB + BD’, AD = AC + CD implicam

- - -3 —; ’ (d) e =
x+y=AB+BD =AD" = y+x=AC+CD =AD ,
—
de modo que, devido a (i), temos D’ = D e portanto AC BD Trocando os papeis
de B e C, obtemos por um argumento analogo que AC = BD implica por (i) e (a)
— = ) — = —

que AB = CD. Notar, contudo, que a validade da férmula AC = AB + BC ¢ ligada
ao fato de que a operacio de soma vetorial nio depende do ponto inicial A4, algo
que provamos acima usando (i) e (ii). Isso mostra que a Lei do Paralelogramo é
intimamente atrelada a comutatividade da soma vetorial em /” tal como a definimos.
Notamos, nesse contexto, que é comum na literatura denominar a propriedade de

comutatividade (a) da soma vetorial também por “lei do paralelogramo”.

1.2 OBsErRvAGAO. Em vista da identificagio de E com /” obtida mediante uma escolha

de origem O € E e da propriedade (c), vemos que tal ponto ¢ identificado justamente
- e

com 0 = OO0 nesse caso. Isso nos mostra que a tnica diferenca entre E e V' é que V'

possui uma escolha candnica de origem, determinada pela propriedade (c).

As propriedades (a)—(d) implicam que a soma vetorial tem exatamente o mesmo
comportamento que a soma de nimeros reais, e portanto lidaremos com a primeira
da mesma maneira que fazemos com a segunda — somas de mais de dois vetores
podem ser escritas em qualquer ordem e com qualquer insercio de parénteses sem
que o resultado mude.

Em particular, notar que para cadan € N, ¥ € } existe um vetor n¥ € /" definido
aplicando-se o deslocamento por X n vezes sucessivas. Mais precisamente, nx ¢é

definido recursivamente pela férmula
7=, (n+Dx=nx+2x.

Em particular, obtemos dai que n0 = 0 para n € N qualquer (de fato, 10 = 0.
Supondo que a hipétese de inducio em n (HI) n0 = 0 é vilida, provemos a sua

validade com n substituido porn + 1: (n + 1)6 =n0+0=n0= 6) Comutatividade

4



1. Motivagio

(a) e associatividade (b) mostram que os n deslocamentos por Z podem ser somados
em qualquer ordem sem que o resultado mude, de modo que obtemos as seguintes

propriedades: dados 7,y € V', n, m € N quaisquer, temos que

(e) mZ+nZ = (m+n)Z; (de fato, temos por defini¢io que (m+1)T = mZ+3 = mI+1%.
Supondo que a hipétese de inducio em n (HI) mZ + nZ = (m + n)Z é vilida,
provemos a sua validade com n substituido por n + 1: mZ + (n + 1) = mZ +
n3+7) L mi+nd) +7 L )T+ = (man+1)D)

(f) nZ+ny = n(Z+3); (de fato, temos por defini¢io que T+y = 17+ 1y = 1(Z+Y).
Supondo que a hipétese de indu¢iio em n (HI) nZ + ny = n(Z +y) € valida,
provemos a sua validade com n substituido porn + 1: (n+ DX+ (n+ 1)y =

> N (/) N o o (b S 5 S N N RN 5 (b
(nx+x)+(ny+y) ® ((nx+x)+ny)+y @ (nx+(x+ny))+y @ (nx+(ny+x))+y ®

- - - - b - - - - - - - - - -
((nx+ny)+x)+y v (nx+ny)+(x+y) vz n(Z+y)+(@+y) = (n+1)(Z+y))
(g) m(nZ) = (mn)Z; (de fato, temos por definicio que nx = 1(nx) = (1n)Z.
Supondo que a hipétese de indu¢io em m (HI) m(nZ) = (mn)Z é valida,
provemos a sua validade com m substituido por m + 1: (m + 1)(nZ) = m(nZ) +
nz (mn)X +nZ © (mn +n)x = ((m+ 1)n)x)
(h) 1% = Z. (parte da defini¢iio, mas isolamos essa identidade para conveniéncia

futura).

Dado que a multiplicacio de nimeros naturais ¢ definida essencialmente da mesma
maneira, podemos entender o vetor n& como a multiplicagio de I pelo fator de escala —
ou, mais concisamente, escalar — n € N, ou seja, podemos chamar nx de um muiltiplo
escalar de Z. Em suma, definimos uma nova operacio em /', que chamamos de
multiplicacdo escalar. Notar que as propriedades (e)—(h) correspondem as seguintes

propriedades da multiplicacio de niimeros naturais:
(e)+(f) = distributividade (i.e. possibilidade de colocar fatores comuns em evidéncia);

(g) = associatividade (i.e. multiplica¢io de mais de dois fatores pode ser feita com

qualquer insercio de parénteses sem que o resultado mude);
(h) = existéncia de unidade (i.e. 1 é o elemento neutro para a multiplica¢io).

Por outro lado, notar que, no caso da multiplica¢io escalar, o primeiro fator é um
miimero e o segundo fator é um vetor, ou seja, os dois fatores em principio vivem
em conjuntos diferentes, de modo que nio faz sentido falar em comutatividade para
essa operac¢io. Portanto, nesse caso devemos definir distributividade em cada fator

separadamente, tal como feito em (e) e (f).



Tal 2 é denominado um ele-
mento de tor¢do de V. Obvi-
amente, devemos ter n > 1

para que tal Z exista.

I. ESPAGOS VETORIAIS

E possivel estender a multiplicacio escalar em V' para escalares inteiros (i.c.
possivelmente negativos ou zero) da seguinte maneira: dados & € /', n € N quaisquer,
definimos

(-m)ZF=n(-%), 0F=0,
(d)

) © =

=n(xX-7 n0 <

As propriedades (e)—(g) se estendem entdo prontamente para escalares inteiros:

de modo que (-n)Z = —(nZ) pois nx + (—n)x = nZ + n(-I)

dados Z,y € V', p, q € Z quaisquer,

(€) pZ +q% = (p +q)T; (de fato, seja X € V' qualquer. Se p = 0 ou g = 0, o resultado
segue imediatamente de (c). Notar ainda que se ¢ = n € N, o resultado pode ser
provado por indu¢io em n para p € Z qualquer, usando o mesmo argumento
do caso de escalares naturais. Finalmente, se ¢ = —n com n € N, notar que
o caso que acabamos de provar implica (p — n)Z +nx = (p —n +n)x = pT e

portanto (p —n)x = pZ — nx = px + (—n)Z para p € Z qualquer)

() pZ+py = p(Z+Y); (se p = 0, o resultado segue imediatamente de (c). Se p = —n
com n € N, observar que (—n)Z + (—n)y = n(=) + n(-y))

(g) p(gx) = (pg)x. (o caso p = 0 é trivial, e o caso ¢ = 0 segue do fato que
p6 = 0. Notar ainda que se p = m € N, o resultado pode ser provado
por inducio em m para ¢ € Z qualquer, usando o mesmo argumento do

caso de escalares naturais. Finalmente, se p = —m com m € N, notar que

(=m)(qZ) = m(=(qZ)) = m((—q)¥) = (m(=¢))Z = (—-mq)T)

O caminho tracado acima sugere a possibilidade de definirmos a multiplica¢io
de vetores pos escalares mais gerais que inteiros. Contudo, isso ndo pode ser feito
sem hipdteses adicionais sobre /” e a operacio de soma vetorial. Por exemplo, dados
7 eV diferente de 0 e n € N, ndo temos como garantir somente com as hipéteses (i)
e (ii) que exista y € V' tal que ny = I, tampouco que tal y seja tinico — por exemplo,
se existirem n € N ¢ Z # 0 tais que nZ = 0, entio n(3 + ) @ ny + nz © ny = .
Conversamente, se existirem y,y € V tais que y) # ¥ e ny = ny’ = I, entio
n(y’ — ) v ny —ny = 0. Se, contudo, tal y existir e for unico, podemos definir
:—li =¥, de modo que nesse caso devemos ter ¥ # 0. Ou seja, nesse caso podemos
dividir o deslocamento por ¥ em n deslocamentos iguais e sucessivos. Se a soma

vetorial de /' satisfizer a propriedade

-

(iii) Para todo ¥ € V', n € N existe um #nicoy € V' tal que ny =

-

entdo podemos escrever y = —x para qualquer X € /', n € N e portanto definir

m(lf)——(mx) 1€V ,meZ,neN



2. Defini¢io e exemplos

(a segunda identidade vem da observac¢io que a propriedade de associatividade (g)

para a multiplicagdo por escalares inteiros implica n(%x) = (nm)(%i) = mx).

1.1 Exercicio. Assumindo as propriedades (1)—(iii), mostre que a multiplicacdo de vetores

em V" por escalares racionais tal como definida acima satisfaz as propriedades (e), (f) e (2).

1.2 Exercicio. Mostre que se as propriedades (i)—(ii1) sdo vdlidas, entdo px = 0comZ eV,
p € Qimplicap=0oui = 0. (Dica: notar que (i)—(i1) implicam que m0 =0 para todo
me ”Z)

Todavia, resultados da geometria euclidiana (e.g. o teorema de Pitdgoras) apon-
tam que mesmo escalares racionais ndo sio suficientes — é necessdario admitir escalares
irracionais também. Ao chegarmos nesse ponto, vemos que passa a ser mais pro-
dutivo simplesmente assumir que /* é munido de uma operac¢io de multiplicacio
por escalares reais satisfazendo as propriedades (e)—(h), portanto abster-nos-emos
de explorar as consequéncias dessas propriedades aqui, dado que isso serd feito de
maneira sistemdtica na proxima Secio.

Esperamos neste ponto ter motivado as propriedades algébricas das operacoes de
soma vetorial e multiplicagio escalar o suficiente para deixar claro a a importancia
de seu estudo. Tal ponto de vista nos permite irmos além da geometria: veremos
que espacos de funcoes podem frequentemente ser imbuidos de operagdes gozando
das mesma propriedades, e portanto podem também ser tratados como espacos de
vetores. Isso abre inimeras possibilidades de aplicacbes: processamento de sinais,
aprendizado de mdquina, etc.

Finalmente, cabe apontar que também é possivel definir a multiplicacio de
vetores por escalares complexos. Essa possibilidade é importante, por exemplo, em
aplicacdes ao processamento de sinais e 2 Mecanica Quantica. Contudo, restringir-

nos-emos a escalares reais nestas Notas.

2. DEFINICAO E EXEMPLOS

Como visto na Secdo 1, o aspecto essencial comum aos diferentes exemplos de
vetores ndo € a sua interpreta¢do concreta como entes geométricos, fungf)es, etc.,
mas as operagoes algébricas que realizamos com tais objetos. Mais precisamente, essas
operagdes satisfazem certas propriedades comuns — chamadas axiomas —, de modo
que em qualquer conjunto munido de operacdes satisfazendo os axiomas poderemos
aplicar qualquer resultado que seja consequéncia apenas destes. O estudo dos
conceitos e resultados decorrentes de tais axiomas é o que chamamos de Algebra

Linear.



Identidades que seguem de
uma propriedade especifica
que tenha sido enumerada
no texto, tal como os axi-
omas (a)—(h), terdo a pro-
priedade invocada indicada
sobre o sinal de igualdade

quando necessdrio.

I. ESPAGOS VETORIAIS

2.1. Axiomas de um espaco vetorial. Podemos abstrair os axiomas (a)—(h) para
qualquer conjunto nio-vazio munido de operacdes similares, o que nos leva ao

conceito central da Algebra Linear:

1.3 DeriNigRo. Um espago vetorial (real) (ou sobre o corpo de escalares reais R) é um

conjunto /* # @ munido de duas operacdes:
o A soma (vetorial) T +y (Z,y € V');
o A multiplicagio escalar aZ (@ € R, ¥ € V'),

satisfazendo as propriedades (a)—(h) listadas a seguir, denominadas axiomas de espago

vetorial:

(@) T+y =y+Z parax,y €V quaisquer (comutatividade da soma vetorial);

- = -

(b) (X+y)+2 =T+ (y+2) paraZ,y,z €V quaisquer (associatividade da soma

vetorial);

(c) Existe um elemento 0 € /' (chamado de zero ou vetor nulo) tal que 7+ 0 = 7

para todo X € V' (elemento neutro da soma vetorial);

(d) Dado ¥ € V', existe —x € V" (oposto de X) tal que T + (—%) = 0 (oposto da soma

vetorial);
(e) (a+ B)T = ax + BX (distributividade com respeito a soma escalar);
() a(Z+7) = al + ay (distributividade com respeito a soma vetorial);
(g) (aB)x = a(B7T) (associatividade da multiplicacdo escalar);
(h) 1% = X (elemento neutro para a multiplicaciio escalar).

Neste caso, os elementos de V' sdo chamados de vetores em /', ndmeros reais sao
chamados de escalares em V', e as duas operac¢des acima sio chamadas de operagdes

vetoriais em V.

Os axiomas (a)—(h) sdo andlogos as propriedades da soma e produto de nimeros
reais. Uma propriedade dos ultimos que ndo vale para opera¢des vetoriais é a
comutatividade da multiplicagio escalar, pois cada um dos fatores vive num conjunto
diferente e portanto nio faz sentido mudar a ordem dos fatores na multiplicacio
escalar. Por isso, as propriedades (e), (f) de distributividade sdo separadas para cada
fator.

Como dito no inicio desta Sec¢do, propriedades das operacdes vetoriais que
dependam apenas dos axiomas de espaco vetorial valem para todos os espacos vetoriais.

Por exemplo:

8



2. Defini¢io e exemplos

» S6 existe um elemento neutro (portanto, justificadamente denotado por 0) para

a soma vetorial de /. (de fato, dados vetores 61, 69 € V' tais que
T+ 51 =7+ 52 =7
para todo vetor X € /', tomando X = 0] obtemos
5] + 52 = 51
e tomando I = 09 obtemos
52 + 51 = 52 .
Concluimos dai e do axioma (a) que 0] = 69)

e Dado X €V, s6 existe um oposto de I (portanto, justificadamente denotado por  Por conveniéncia, denota-

—7). Em particular, —(=%) = Z. (de fato, dado ¥ € V' sejam vetores y, % € J/  mos a subtragdo de vetores
. - - - - = - < . . - . - T + —_) = T - _).
tais que £+ = ¥ + 2 = 0. Somando-se Z 2 primeira e ultima férmulas, segue  P"* () =2-5

que

_,((f)_,

z+(x+y)—(z+x)+y (x+z)+y O+y:y,

de onde concluimos que y = z. A ultima identidade segue disso e de (a))
Seguem abaixo outras consequéncias simples dos axiomas (a)—(h):

1.) 0z = 0. (de fato,
(&)

0X+0x = (0+0)x =0x

Somando —0X a primeira e ultima férmulas, concluimos que

= (0) (d) (©

(0 +0x) — 0x = 02+ (0Z - 07) = +0 =
e 07 - 0% @ 6, logo 0% = 6)
2.) a0 = 0. (de fato,
a0+ad L a®+0) Y b

De maneira andloga a prova da propriedade anterior, somando-se —a0 a

primeira e ultima férmulas, concluimos que
N SO o
(@0 +a0) —al = a0+(a0 aO) =

a0 —a i 0, logo a0 = 0)



I. ESPAGOS VETORIAIS

> ()

3.) (—a)¥ = —(aZ) = a(-%). Em particular, (-1)% = —Z. (de fato,

(~a)i+ai € (~a+a)T =07 =0

a(-7) +al v a(X—17) = a0=0.

O resultado desejado segue da unicidade do oposto da soma vetorial de /',

provada acima)

4.) Se a¥ = 6, entioa = 0 ouZ = 0. Em particular, se V' # {6}, 1 é o unico
escalar que satisfaz o axioma (h). (de fato, vimos acima que 0z = 0. Se, por

outro lado, @ # 0, temos que
e N 1—> -
—(a 7 @ (—) —12%97-26=0,
a

logo # = 0. Para a ultima afirmacio, notar que se X = X para todo ¥ € V/,

entao

5 >
al —T=al+ (- l)x(é)(cx—l)x—x 9o

0.

Tomando % # 0 qualquer resulta em a = 1)

5.) SeaX =pBrex #0,entdo @ = B. (de fato, se aX = BT, entdo

9 -pi=pi+-piCp-pr=0r=20.

aZ + (-p)
Segue de 4.) que a = B)
6.) SeaZ = ayea # 0, entio X = 3. (de fato, se af = @y, entdo
0i+a(5) L a@+ (7)) =ai+a-H L aG+() =al 2 0.

Segue de 4.) que I + (—y) = 0 e portanto & = y pela unicidade do oposto da

soma vetorial)
7.) —(Z+y) = (=%) + (=Y). (de fato, temos que
@ +3) + ((=2) + () (x+y)+(( )+ (=2) CE+ G+ () + (D))
i+ (G+ G+ (D) D O (1) 4 (1) €0,
logo a afirmacio segue da unicidade do oposto da soma vetorial)

8.) ¥ +x = 2%. Mais em geral, (n + 1) = nZ + X para todo n € N. (de fato,

(n+1)x (n)x+lx @ nx + )

10



2. Defini¢io e exemplos

As consequéncias acima implicam, por sua vez, que podemos manipular expres-
sdes envolvendo operagdes vetoriais da mesma maneira que expressdes envolvendo
respectivamente somas e produtos de niimeros reais, com excec¢io da comutatividade
do produto. Em particular, podemos inserir ou retirar parénteses, mudar a ordem de
parcelas numa soma vetorial de dois ou mais vetores, manipular sinais, etc.. Faremos

isso de maneira tdcita de agora em diante.

I.4 OBsErvAGAO. Se E é um conjunto nio-vazio, /' é um espaco vetorial (real) e
d:V xV — E é uma funcio satisfazendo as propriedades (i)—(ii) da Secio 1 acima
(i.e. d é uma fun¢do deslocamento em E), tal que a soma vetorial derivada a partir de d

coincide com a soma vetorial de /', dizemos que E é um espaco afim modelado em V.

2.2. Exemplos de espacos vetoriais. Dentre os exemplos de espacos vetoriais, po-

demos citar:

(i) /" = R" = conjunto das “listas ordenadas” de n nimeros reais xp, . . ., &,

T=(x1,...,2n)
= xj = j-ésima componente (canonica) de T
j=1,...,n.
Por “ordenadas” entende-se que trocando duas componentes de Z de lugar
mudamos a lista, a menos que tais componentes sejam iguais. Os elementos de

R" sdo denominados por vezes vetores n-dimensionais. As operacdes vetoriais

de R" sdo definidas “componente a componente”
e Asoma vetorial de ¥ = (x1, ..., 2,)y = (v1, ...,y,) €V é dada por

£+§: (1‘] +Y1, ---,x7l+yn)

-

= z; +y; = j-ésima componente de £ +y ,

ji=1,...,n;
* A multiplicagio (pelo) escalar (¢ € R) do vetor ¥ = (x1, ...,x,) €V é
dada por
at = (axy, ..., ax,)

= ax; = j-€ésima componente de ax ,

j=1,...,n.

Provaremos a validade dos axiomas (a)—(h) no exemplo seguinte. Em parti-
cular, tomando n = 1 temos que R é também um espaco vetorial (real), com

multiplicacio escalar dada pelo produto.

11



I. ESPAGOS VETORIAIS

(ii) Dado A # @, sejaV o espaco das fungdes de A em R:
V=FUAR) =R"={f:4>R}.

Definimos em tal V" as operagaes vetoriais pontuais (a seguir, [, g : A — R, p € A,

a € R sdo quaisquer)

e Soma vetorial:

(f+8)p) =f(p)+g(p);

e Multiplicacio escalar:

(@f)(p) =af(p) .

A validade dos axiomas (a)—(h) para tais operacoes segue imediatamente da
validade dos axiomas correspondentes no contradominio (i.e. R). De fato, se

f,g,helV,pedea,B €R sio quaisquer, entdo:

@ (f+8)()=/()+g() =g(P)+ /() = (g+/)(P);

b) (f +(g+h)(p) =f(p)+(g+h)(p) = f(p)+ (gp) +h(p) = (f(p)+
g(p) +h(p) = (f +g)(p) +h(p) = ((f +g) +1)(p);

(c) 0(p) =0 (i.e. O(p) = 0 para todo p € A) satisfaz (f +0)(p) = f(p)+0 =
f(p) para todo p € A,

(d) Dado f €V, (=f)(p) = —f(p) (p € A) satistaz (f + (=f))(p) = f(p) -
f(p) =0=0(p) para todo p € A;

) ((a@+pB))p)=(a+B)f(p) =af(p)+B[(p) = (af)(p)+(B))(P) =
((af) + (B/)(P);

6) (a(f +2) (@) = a(/ +8)(p) = a(f(p) +&() = af(p) +ag(p) =
(@f)(p) + (ag)(p);

®) ((@B))(p) = (aB)/(p) =a(Bf(P) =a(Bf)(p) = (a(B))(P);
(h) (1/)(p) = 1/ (p) =/ (P).

Em particular,se 4 = {1, ..., n},n € Nentdo ) = R" e as operacoes vetoriais
pontuais de R" coincidem com as operacdes vetoriais de R” indicadas no

exemplo (i) acima, logo as ultimas satisfazem os axiomas (a)—(h).

(iii) Mais em geral, se A # @ e W é um espaco vetorial (real), seja V' o espaco das

Sungdes em A a valores em W :
V=FAW)=WA={[:A>W}.

Definimos em tal /" as operagdes vetoriais pontuais (a seguir, /, g : A —> R, p € A,

a € R sdo quaisquer)

12



2. Defini¢io e exemplos

(iv)

e Soma vetorial:
(f+8)@)=/()+2();

» Multiplicacio escalar:

(@) (p) = af (p) .

Tal como no exemplo (ii) acima, a validade dos axiomas (a)—(h) para tais
operacdes segue imediatamente da validade dos axiomas correspondentes no

contradominio . Os cdlculos sdo exatamente os mesmos.

Este exemplo pode ser visto como uma variante de (i). Seja V' = M ,ux, (R) o

espaco das matrizes (reais) com m linhas e n colunas

Ay Ay - Al
Agr Aoy -+ Ay,

Aml AmQ Amn

Dizemos que A;; = [A];; é a entrada de A na i-ésima linha e j-ésima coluna.
Notemos que /" nada mais é do que R™" com seus elementos representados
graficamente numa tabela retangular ao invés de uma lista ordenada linear.
Com efeito, podemos identificar 4 = [A4;;] € V' com & = (x1, . .., Zpn) € R™

através da férmula
Aij=xpi-1)+j, 1=1,...,m,n=1,...,n.

Assim sendo, as operagdes vetoriais de /” s3o as mesmas de R”" mediante tal

identificacdo: se 4, B € V e a € R, entio
(A +B)ij = 4ij +Bij ,
(Q'A)ij = aAij .

Em suma, as operac¢des vetoriais de /” sdo definidas “entrada a entrada”. Segue

imediatamente dos exemplos anteriores que elas satisfazem os axiomas (a)—(h).

2.3. Subespacos vetoriais. Mais exemplos podem ser obtidos a partir dos dados

na Subsecio 2.2 a partir da seguinte

1.5 DEFINIGAO. Seja /' um espaco vetorial, e W C V' ndo-vazio. Dizemos que W é

subespago vetorial de V' se, dados ¥,y € W e a € R quaisquer, entdo:

(i)
(ii)

T+yeW;
ar eW.

13



I. ESPAGOS VETORIAIS

Se W # V', dizemos que W é subespaco vetorial priprio de V.

Mostraremos que todo subespaco vetorial #~ C V' é um espaco vetorial se munido
das operacdes vetoriais herdadas de /7 (o que sempre assumiremos ser o caso). De
fato, os axiomas (a), (b) e (e)—(h) sdo claramente satisfeitos em #". O que nos resta
fazer para obter a validade dos axiomas (c) e (d) em }#/ é provar, respectivamente,

que:
«0el. (seiEW,seguede(ii)queOi:()EW)
e Sex e W,entio - € W. (se ¥ € W, segue de (ii) que —x = (-1)x € W)

Em particular, nio hda perda de generalidade de assumir que 0 € W ao invés
de somente W # @ na definicio de subespaco vetorial, portanto faremos isso
tacitamente de agora em diante. Uma vantagem de lidar com subespacos vetoriais
é que verificar se W c V' é subespaco vetorial de /' é bem mais simples do que
verificar os axiomas (a)—(h) em .

Sejam agora J/ um espaco vetorial (real) e W1, W9 C V' subespacos vetoriais de
V. Claramente W} N Wy é também, nesse caso, subespaco vetorial de /: de fato,
sef,yeEWTnNWoea e Ryentio X,y € Wi e X,y € Wo,logoZ +y,aX € W) e
T +Yy,al € Wy, provando a asser¢do acima. Mais em geral, se {#/; | j € J} é uma
familia arbitrdria de subespacos vetoriais de /7, temos que a interseccdo de todos os

membros dessa familia

W:ﬂW}:{EEV|Z€PVjparatodoj€J}
jed
também ¢é subespaco vetorial de V" (exercicio: verifique usando o mesmo argumento

Notar que ¥, Z na definicio  do caso J = {1, 2} acima). Além disso, definindo a soma W7 + Wy de W e W9 como
de W + Wy ndo sio dnicos!

Wi+Wo={ZelV |Z=y+2,yeW,zelWy},

segue que W1 + Wy também € subespaco vetorial de /': de fato, se X, ¥ e W) + Wy e
a €R,entioX =y+2ex =y +2 paraalguma escolhadey,y e Wi eZ,2 € Ws.

Desta forma, temos que
T+7 = (Y+2)+(V'+2") = G+ )+(Z42) e W1+Wy , aX = a(y+2) = ay+az € Wi+,

Notar que = 3 + 0, 2 = logo a afirmaciio segue. W+ também pode ser entendido como o menor subespaco
0+% € W+ Wy para§ € W1, vetorial de ) que contém W} e Wy, pois qualquer subespaco vetorial W > Wy U Wy
g € Iy quaisquer. de V' contém W + Wy, devido a (i) (alternativamente, poderiamos definir W} + Wy
como a intersec¢iio de todos os subespacos vetoriais de /' que contém Wy U W5).

Notar, contudo, que a unido Wy U Wy ndo é necessariamente um subespaco vetorial

14



2. Defini¢io e exemplos

de V' pois pode ser estritamente menor que W1 + Wy e portanto W7 U W9 pode nio ser
fechado por somas vetoriais (i.e. a propriedade (i) pode falhar) — por exemplo, se

V' = R2, considere os subespacos vetoriais de / dados por
WII{(Z‘,O)|1‘€R}, WQZ{(O,J’) |y€R}

(exercicio: prove que W) e Wy sdo de fato subespacos vetoriais de /7). Temos nesse
caso que W1+ Wy =V mas (1,1) = (1,0)+ (0, 1) ¢ W1 UMWy, logo W1 UWy C
W1 + Wy e portanto W U W9 nio é subespaco vetorial de /. Assim como no caso
de intersec¢des de subespacos vetoriais, é possivel definir a soma de uma familia

arbitraria {W; | j € J} de subespagos vetoriais #/; de V':

Zlij:{ieV|£:fl+-~+fk,fierl.,jl,...,jkeJ,/eeN}
jed

(exercicio: verifique usando o mesmo argumento do caso J = {1, 2} acima que
2jes W; é subespaco vetorial de /). No caso em que J = {ji, ..., ju} € finito, temos
que

Qi = Wit 4 W

m 2

jed
onde
W, (m=1)
ijl +"'+W}'m =
(ijl +...+ijm—])+W.m (m > 1)
(notar que se & = X1+ -+Zy, onded; € Wj,i =1, ..., m, podemos ter Z; = 0!). Tal

como no caso particular J = {1, 2} acima, temos que 3’ ;c ; W; é o menor subespago
vetorial de /' que contém Uje 1/}, ou (equivalentemente) a intersecgio de todos os
subespagos vetoriais de /' que contém Uje /W, que por sua vez pode nio coincidir
com };e; W e portanto pode ndo ser subespago vetorial de /.

Mais (contra)exemplos de subespagos vetoriais:

(1.) V' qualquer, W = {6} claramente 0 + 0 = 0 e vimos que a0 =0 para todo
a € R, logo W ¢é subespaco vetorial de ' — o chamado subespago vetorial trivial

de V', que denotamos simplesmente por 0.

Q) V =R3, W ={(x,y,2) € V | z = 0}: claramente 0 = (0,0,0) e W. Além
disso, temos que se (x,y, 0), (2/,y’,0) e W e a € R entdo

(,v,0)+(2,y,0)=(x+2,y+y,0) e W

a(x,y,0) = (ax,ay,0) e W .

15



I. ESPAGOS VETORIAIS

B)V =R, W ={(x,y) €V | y = 22}: neste caso, 0 = (0,0) e W e (1,1) e W

mas (2, 2) =2(1, 1) ¢ W, ou seja, W nio é fechado por multiplica¢io escalar

e portanto ndo é subespaco vetorial de /.

@) SeV =R"eW ={x=(x1,...,2,) €V |ajx1 + - +ayx, = 0}, entdo W é

subespaco vetorial de /. Isso serd provado no exemplo seguinte.

(5.) (generaliza 4.)) V =R", W ={Z = (x1,...,x,) €V | X é solugo de (L.1)},

16

onde (I.1) é o sistema linear homogéneo

Allxl + e+ Alnxn =0
(I'l) . . . .
Amlxl + -+ Amnxn =0
Claramente 0 = (0,...,0) € W. Além disso, se T = (x1,...,x,),y =
(¥1, ..., ) pertencem a ¥ e @ € R, entdo
All(xl +y1) + -t Aln(xn'*'yn) =0
Aml (I] +y1) + -+ Am7l(xn+y71) =0
(&
All(axl) + -t Aln(axn) =0
Ap(azxy) + -+ + Ayy(ax,) =0

logo 7 +y e ax também pertencem a /. Como (4.) é um caso particular de
(5.) (mais precisamente, quando m = 1), segue dai que o exemplo (4.) é de
fato um subespaco vetorial. Outra maneira de ver que # é subespaco vetorial
de V' é notar que

W:ml/Vi,

m
i=1
onde W; é o conjunto dos vetores ¥ = (x1,...,x,) em } que satisfazem a
i-ésima equacio A;1x1 + - - - + A;px, = 0 do sistema linear homogéneo acima
e portanto uma instancia do exemplo (4.). Como vimos que a intersec¢io
de uma familia arbitrdria de subespacos vetoriais de / é também subespaco
vetorial de //, segue que W ¢é subespaco vetorial de /. Veremos mais adiante
que este é um exemplo genérico: todo subespaco vetorial de R" é o espaco de
solucdes de algum sistema linear homogéneo. Por outro lado, se o lado direito
de alguma das equacdes de (I.1) ndo fosse zero (i.e. o sistema passasse a ser
nao-homogeéneo), entio 6 ndo pertenceria a W pois nesse caso 6 nio pode ser

solu¢io dessa equacio. Logo, nesse caso W ndo pode ser subespaco vetorial de

V.



3. (In)dependéncia linear

6.) V = F(R, R),

7.)

3. (IN)DEPENDENCIA LINEAR

3.1. Prelidio: somatéria num espaco vetorial. E conveniente relembrarmos agora
a defini¢io de somatdria, aqui devidamente estendida para vetores num espaco vetorial
(real) /. Essa operacio é definida recursivamente, ou seja, por indu¢do no nimero

de parcelas em /:

-

A 0 (i() > k)
Zyi: 5;1'0 (l():k) ’ yioy---aikEV'
=i k=1 - - .

Zi:io Yi+y (o <k)

Mais em geral, se B é um conjunto finito, denotamos seu nimero de elementos por

|IBl.SeBCc A,A+@eX:A—V,escrevemos I, = I(a) para cada a € A. Assim,

podemos escrever a somatdria dos vetores X, ao longo de B como Note a semelhan¢a com a
discussio de somas de fa-
) 6 (B=2 = |B| = 0) milias finitas de subespacos
Xy = . vetoriais na Subsecio 2.3
@ (ZiaT B={a,...,q}=|Bl=k>0) acimal

Como a soma vetorial é comutativa, ), ,cp L, ndo depende de como enumeramos os

elementos de B, portanto podemos omitir a escolha de enumeragio da notacio.

3.1 Exercicio. Prove por indugdo no niimero de parcelas as seguintes formulas. No que se

segue, sejamy, i, %i, Li,j €V, a, a; € R quaisquer, i =ip, ..., k, j = jo, ..., L

G) X y; +2;) = ok Vi + Zf:io Zi; (Dica: use o axioma (b) ao provar o passo de

i=iy i=iy
indugdo em k)

(i1) Zf:io ay; = a Z?:i() ¥i; (Dica: use o axioma (f) ao provar o passo de indugdo em k)

(i11) Zf:io a;y = (Zfzio a/i) y. (Dica: use o axioma (g) ao provar o passo de indugio em
k)

. k [ - _ [ k = . . . ~ .
() Xisi, (Zj:ju yci,]-) = Yici, (Zi:io x,,]). (Dica: prove por indugdo em k: use a
definigdo da somatdria externa no caso k = igy e obtenha o passo de inducio k — 1 — k

usando (1) acima e a defini¢do do simbolo de somatéria)
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I. ESPAGOS VETORIAIS

3.2. Combinagaes lineares e (in)dependéncia linear.

1.6 DErINIgAO. Seja V' um espaco vetorial (real), X1, ..., 5, €V eay,...,a; € R.
A combinag¢do linear (c.l.) de Xy, . .., X} com coeficientes X1, . . . , X (nessa ordem) é o
vetor

k
5:01£1+---+akik:20i§:’i.
i=1

Sea; =---=aq; =0, dizemos que a c.l. acima € trivial. Do contrdrio, i.e. a; # 0
paraalgumi =1, ..., k, dizemos que a c.l. acima é ndo-trivial.
1.7 DEerFiNigAO. Seja V' um espaco vetorial (real), e X1, ..., 2, € V. Dizemos que
X1, ..., Xy sdo linearmente dependentes (1.d.) se existe uma c.l. ndo-trivial de 7y, . . . , T}
que € igual a 0, i.e. existem a1, ..., @; € R ndo todos zero tais que
k
Z aiii =0.
i=1
Do contrdrio, i.e. se
k
Za'iii:O = a1=---=ak=0,
i=1
dizemos que 71, . .., X, sio linearmente independentes (1.i.).
Se S c V', dizemos que S € linearmente dependente (1.d.) se existem Ty, ..., T, € S
Ld.. Do contrdrio, i.e. se quaisquer Xy, ..., I; € S sdo Li., dizemos que S é linearmente

independente (1.1.).
1.8 OBservagio. (i) S = @ é 1.i.; (ndo existe uma lista de vetores l.d. em @)

(1) S = {6} él.d.; (pois 0 = 10 ¢ uma c.l. nio-trivial de 6)

-

(iii) Se S = {Z} com I # 0, entdo S € Li.; (se aZ = 0, nesse caso necessariamente

a=0)
(iv) Se S € Li., entdo qualquer subconjunto S de S ¢ L.i.;

v) SeSéld. eScSc/V,entioS éld.. Em particular, qualquer S > 0 (e.g.

subespacos vetoriais de /') é 1.d..

(vi) Se S é finito, i.e. S = {Z1,...,Z,}, entdo S é L.d. (resp. 1.i.) se e somente se
X1, ..., %, sdol.d. (resp. Li.). (obviamente S 1.i. = %y, ..., %, li.eZ, ..., T,
l.d. = S I.d.. Conversamente, se X1, ..., T, sdo l.i., sejam y, ...,y € S e

B1, ..., Br € R tais que
k
D BiF=0.
=1
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3. (In)dependéncia linear

Defina
Bi (Zi=yjparaalgumj=1,...,k) .
a; = , 1=1,...,n.
0  de outra forma
Entao
k n
D By =) adi =0,
= i=1
logo B1 == B4 = 0 e portanto yy, . .., ¥ sdo Li.. Finalmente, se S é 1.d.,
sejam y1, ...,y € Se By, ..., By € R nio todos zero tais que
k
3650
=
Definindo @; como acima, i = 1, ..., n, concluimos que aj, ..., @, nio sio

todos zero mas
n k
Zaifi = Zﬁjﬁ_’)j =0,
i=1 =
logo 71, ..., Z, sio l.d.)

Como exemplo de conjunto Li., sejam 4 # @,V =F(A4A,R)eS={f, | p € A},

onde

0 (¢#p)

H(g) = , qeA.
1 (¢=p)

Sejam entio py, ..., € A, ay, ..., a; € R tais que Zle @fy, = 6, i.e.

k k

(Z a;ify | (@) = Zaiﬁ,i(q) =0 paratodoq € A4 .

i=1 =1

Tomando em particular ¢ = pj, j =1, ..., k, temos que
k

M) =a;=0, j=1,...,k,

i=1

logo S é Li.. Em particular, se 4 = {1, ...,n} entdio }/ = R" e S é a chamada base

canonica de R":

S={71,....,%}, &=(0,...,0,1,0,...,0),j=1,...,n.
l

J-€ésima componente

Segue do argumento geral apresentado acima que a base canénica de R" € .i..
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I. ESPAGOS VETORIAIS

3.3. Subespacos vetoriais gerados por um subconjunto, bases de um espaco veto-

rial, dimensao.

1.9 DerINIGRO. Seja V” espaco vetorial (real), S € V. O subespago vetorial gerado por S

(também conhecido como varredura linear de S) é dado por

{0} (S =02)
L(s) = {7 =34, e
a’l,...,akER,fl,...,kaV} (S #2)
Usa-se também a notagio alternativa L(S) = span (S), onde “span” = “varredura”

em inglés.

Mostraremos que L(S) é subespaco vetorial de /. Obviamente isso é verdade se
S = @, entdo podemos assumir que S # @. Se X € S, entdo claramente 0X = 0 € L(S).
Resta entdo apenas mostrar que se T,y € L(S) e @ € R, entdo X+, ax € L(S). De

fato, nesse caso podemos escrever

l m
F=) @iy, =) alEn
=1 =
COM Y1, ooy V[, 21y --v, Uy €S, al, ..., al, ..., ay €R. Podemos, contudo,

escrever T,y como c.l.’s da mesma lista de vetores de S, similarmente a prova da

Observacio 1.8 (vi) acima. A saber, defina

S:{;l;--w&l}u{gl,---,Em}:{il;---,fk},

a!, (Z; =yy paraalgumi’ =1,...,[)

=1 , i=1,...,k,
0  de outra forma
al, (% =%y paraalgumi”=1,...,m

Bi=91 "' (% =% p 8 ), i=1,...,k,
0 de outra forma

de modo que
k

k
ff:zaifi,i:Zﬁi@-

i=1 i=1

Uma vez feito isso, segue que

k k k
§:’+§:Zaifi+2ﬁia’:’l Z(a'l+,8)xl e L(S),
(1.2) l=l l=l 1=1

= Z ;% = Z(aai):@ e L(S),

i=1
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3. (In)dependéncia linear

logo L(S) ¢ subespaco vetorial de /. Na verdade, outra maneira de definir L(S) é
como o menor subespaco vetorial de /' contendo S. De fato, se #/ é um subespaco
vetorial de /' contendo S, entdo claramente /7 > L(S). Alternativamente, gragas
a isso podemos também definir L(S) como a intersec¢io de todos os subespacos
vetoriais de /' contendo S.

(I.2) mostra que, em termos dos coeficientes das c.l’s de vetores em S # @,
as operacoes vetoriais em L(S) sdo exatamente as operacoes vetoriais pontuais de
F(S,R). Além disso, se S é Li., entdo a representacio dos vetores em L(S) em

termos de c.l.’s de vetores em S € unica: de fato, se

sdo duas c.l’s diferentes para o mesmo & € L(S) (lembrando que sempre podemos

escrever as duas c.l.’s em termos da mesma lista de vetores, como fizemos acima),

5_5:622’5:/3;{_2’@:&@:Zk](ﬁi_ai)ii’

logo B; = a; paratodoi =1, ..., k. Ouseja, se S é Li. entdo S fornece um “sistema

entao

de coordenadas lineares” para L(S) no sentido de que nfo hd duas escolhas diferentes
de coeficientes para o mesmo vetor em L(S) e as operagoes lineares de /' agem

“coeficiente a coeficiente”, tal como em R". Isso motiva a seguinte

I.10 DEeriNigRO. Seja /” espago vetorial (real), S € V. Se S é 1.i. e L(S) =V, dizemos
que S € base de V.

Obviamente, todo S C V' Li. é base de L(S). Mais em geral, como L(S) c V'
para todo S C V/, para verficar se um subconjunto Li. S € /7 é base de J” basta checar
se todo X € V' é c.l. de vetores em S.

Dentre (contra)exemplos de bases, podemos citar:

e JV=R",S={¢,..., &} =base canodnica de R". Jd mostramos acima que tal
S ¢ Li., logo resta apenas mostrar que todo * = (xy,...,x,) € V é c.l. dos

vetores em S. De fato,

‘/z:(xly---yxn):(xl’();"'70)+'.'+(O7"'707‘rn)

=21(1,0,...,0)+--+2,00,...,0,1)

= ina e L(S) .
i=1
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Entende-se que as compo-
nentes ao longo de vetores
em S que niio aparecem na
c.l. acima sfio todas iguais a

Z€10.

I. ESPAGOS VETORIAIS

e Dado 4 # @, sejam V' =F(A,R), S ={f, | p € A}, onde

0
hp=1" WED oy
1 (¢g=p)

Vimos acima que tal S é 1.i.. Contudo,

L(S) = Fo(4, R)
={f:4 — R |existe J C A finito
tal que f(p) =0sep ¢ J}.

Primeiramente, ¢ facil notar que Fy(A, R) é subespaco vetorial de F (A4, R).

Além disso, obviamente S C Fy(A4, R) pois f,(q) = 0 se ¢ ¢ {p} para todo

p € A,logo L(S) C Fy(A, R). Conversamente, se / € Fy(A, R) seja J = {p1,
.., € Atal que f(q) =0seq ¢ J,de modo que

(ggJ)

k
DT F @ f(a) = , ,
o f(pr) (g=piparaalgumi=1,...,k)

logo
k
f=2 f@ei)fy € L(S)
i=1

como desejado. Contudo, temos Fy(A4, R) = F' (A4, R) se e somente se A for
finito. Neste caso, sempre podemos tomar J = A4 na defini¢io de Fy(A, R). Por
outro lado, se A ¢ infinito entdo claramente a func¢io f(p) = 1 (i.e. f(p) =1

para todo p € A) ndo pertence a F(A, R). Portanto, neste tltimo caso S nio é

base de V.

O dltimo exemplo acima mostra que se S é base de um espaco vetorial /', entio
V" expresso pelos coeficientes das c.l.’s de elementos de S pode ser identificado como

espaco vetorial com Fy(S, R). Nesse caso, se

k
fZZaifiGV, ay,...,q, ER, T1,..., 5, €S,
i=1

dizemos que a; é a componente de X em S ao longo de ;.
Checar se um conjunto Li. S ¢ /7 é base de /" é uma tarefa grandemente facilitada

se S € finito, gracas ao seguinte resultado crucial:

L.11 TeOREMA. Seja V' um espago vetorial (real) e S C V' Li. Se S = {Zy, ..., Z,}, entdo
quaisquer n + 1 vetores yi, . .., yus1 € L(S) sdo 1.d..

22



3. (In)dependéncia linear

Demonstracdo. O resultado serd provado por induc¢io em n. No cason = 1, i.e.

S = {1} (em particular, ; # 0) e L(S) = {a1Z] | @1 € R}. Sejam entdo y; =

a1x1,y9 = B1x1 € L(S) —se a1 = 0 ou B = 0 entdo y1, ¥ sdo obviamente l.d.; se,

por outro lado, a1, 81 # 0, podemos escrever
. B

- - 1—>
y2=—wl=3@—EW1=0,
(03] (03]

-

logo y1, y9 também sdo l.d. nesse caso. Assumamos agora que o Teorema vale no

caso n = k — 1 — provaremos que o mesmo vale no caso n = k. Escrevamos
k
yj:ZAijxi’ jIl,...,k+1.
i=1

Ha duas possibilidades a considerar:

(i) A1;=0paratodoj=1,...,k+ 1: neste caso, temos que
n
yj:ZAijfi’ jzl,...,k+1
=2

e portanto yi, . .. V441 sdo c.l’s dos k — 1 vetores l.i. To, . . ., 7. Pela hipétese

de indugio, y1, . .., Y41 sdo Ld..

(ii) A1 # 0 (isso sempre pode ser obtido reordenando-se os y;’s): defina

A =2 k+1
ci=——, j=2,...
J b ) ) b
A
de modo que
k . k
Cj&l = Z C]'Ailfi = /4]1.%1 + Z Cinl.fi
i=1 1=2
€ portanto
k
ciy1 = = Z(Cj/lil i, j=2,...k+1.
=2
Logo, os k vetores ¢jy; —¥j, j = 2,...,k+ 1 sdo cl’s dos k — 1 vetores Li.
X9, ..., Z. Pela hipétese de inducio, existem ag, ..., ;1 € R nido todos

Zero tais que

k+1 k+1 k+1
Zaj(cjyl —yj) = Zajcj V1 - Z ajyj =0.
j=2 j=2 =2
A segunda expressio claramente é uma c.l. ndo-trivial de y, ..., ¥.1, logo

esses vetores sio 1.d..
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I. ESPAGOS VETORIAIS

O
112 LemMA. Seja S c V Li. ey ¢ L(S). Entdo S U {y} também ¢ Li..
Demonstra¢do. Sejam Xy, ...,x, €S,eay, ..., a1 € R tais que
k
Z Qi + Qpy1y = 0.
=1
Ha duas possibilidades:
(i) a1 = 0: entdo Zf’zl ;% = 0e portanto @y = --- = a; = 0,logo 71, ..., T4, ¥
sao L.i.;
(i1) ag41 # 0: podemos escrever
p— iaﬁz:i(— “)a e Lis)
Qpy1 = P 7.8
(absurdo).
O
1.18 CoroLARIO. Seja V' wm espago vetorial (real) e S C V' Li. Se S = {Zy, ..., X}, entdo

S c L(S) Li. é base de L(S) (i.e. L(S) = L(S)) se e somente se S tiver o mesmo nimero

de vetores que S.

Demonstragdo. Considere S c L(S) Li. tal que L(S) = L(S). Pelo Teorema I.11, S
nio pode ter mais vetores do que S, pois do contrdrio terfamos n + 1 vetores de S
em L(S) que portanto sdo 1.d., o que ¢ absurdo pois S € Li.. Logo, podemos escrever
S={¥,....,m} 1 <k <n. Pelo mesmo motivo, S niio pode ter mais vetores do
que S pois do contrdrio terfamos £ + 1 vetores de S em L(S) que portanto sio L.d., o
que ¢é absurdo pois S € 1.i..

Conversamente, seja S € L(S) Li. tal que S = {J1, . .., .}, € suponha que existe
Yue1 € L(S) N L(S). Pelo Lema 112, 31, ..., ¥,41 sdo Li., o que é absurdo pelo

Teorema I.11. O

O Coroldrio 1.13 nos diz que o niimero de vetores de uma base finita de V' nao
depende de S, apenas de /. Em suma, o niimero de “coordenadas lineares” de /' é
o mesmo para todas as bases de /' se uma delas (logo, todas) for(em) finita(s). Isso

motiva a seguinte

1.14 DeriNigRo. Seja /" espaco vetorial (real). Se /” possui uma base finita S, dizemos

que V' tem dimensdo finita (notagio: dim(}’) < o). Caso contrario, dizemos que /’
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3. (In)dependéncia linear

tem dimensdo infinita (notagio: dim(}") = o). A dimensdo de V' é o nimero dim(}') €
N U {oo} dado por

0 v = {0}
dim(V)=n=|S| S={%,...,%,} basedeV .
00 dim(}) = o
Exemplos:
o dim(R") = n;
e Dado A # @, entio
|A| A finito

dim(Fy(A, R)) = .
oo A infinito

De fato, abase S = {/, | p € A} de Fy(A4, R) tem claramente o0 mesmo nimero

de elementos que A.

Notar que se W é subespaco vetorial de J” e dim(}') < o0, entdo a dimensio de
W nio pode ser maior que a de /', pois uma base de " ndo pode ter mais vetores
do que uma base de V. Isso é evidente em vista do Lema 1.12 e do Coroldrio 1.13.
Esses resultados, por sua vez, fornecem um método para a obtencio de uma base de

W . O método funciona por indu¢io no nimero de vetores.

e Se W = {0}, ndo hd nada a fazer, uma base de W~ é necessariamente vazia.
* Se, por outro lado, existe 0 # I, € W, defina S| = {Z}. Esse conjunto ¢ l.i..

e Se L(S1) = {a111 | a1 € R} =W, podemos parar e tomar S; como base de
W . Do contrdrio, existe X9 € W N\ L(S7). Pelo Lema 1.12, Sg = S; U {Z9} =
{Z1, %9} C W é1i..

* O passo de indugio € o seguinte: seja S = {Z1, ..., &} C W li.. Se L(S;) =
W , podemos parar e tomar S, como base de #. Do contrario, existe Iy, €

W N\ L(Sy). Pelo Lema 1.12, Sj.1 = S, U {Zp1} € W éli..

Pelo Coroldrio 1.18, e pela observagio acima, podemos repetir o passo de indugio
no mdaximo n = dim(}") vezes, entdo uma base de # é de fato encontrada apés um
numero finito de passos. No préximo Capitulo, usaremos informagio geométrica

adicional para aprimorar nossa escolha de bases.
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PRODUTOS ESCALARES
1. DEFINIGAO E EXEMPLOS

1.1. O produto escalar candnico de R”. Dados vetores r = (x1,...,x,),y =

V1, ..., ¥n) € R", o produto escalar ou produto interno (candnico) de & e y € dado por

O produto escalar satisfaz as seguintes propriedades, denominadas axiomas do produto

escalar (real): se Z,5,2 = (21, ..., 2,) € R", @ € R sdo quaisquer, entido
@) (Z,y) = X xiyi = 2y yixi = (§, T); (simetria)
i=1 i=1
(b) (%, %) =3, x? >0sel # 6; (positividade definida)

(co) (T, +2) =X xi(yi+2) = X5, &iyi + Xy xizi = (T, ) +(Z, %), (T, ay) =
i=1 =1 i=1
Y xi(ay) = a X 2y = al@, y). (linearidade na segunda varidvel)
Os axiomas (a) e (cg) juntos implicam
@) @+5.9) 2 EE45) 2 @ DrEH) ¢ @240, i H) ¢ G0 2

aly, ) @ al{Z,y). (linearidade na primeira varidvel)

As propriedades (c1) e (cg) juntas sdo chamadas de bilinearidade.

1.2. Axiomas do produto escalar. Mais em geral, se / é um espaco vetorial (real)

ew:V xV — R é uma funcio de duas varidveis em / a valores em R satisfazendo

0s axiomas
(@) w(Z,y) =w(y, T); (simetria)
(b) w(Z,7) >0sex # 6; (positividade definida)

(co) w(@,y+2) =w(@,y)+w(,?2), wl@, ay) = aw(@,y); (inearidade na segunda

varidvel)

c9) = (c1) w(@+Yy,2) =w(@, 2)+w(y,2); w(ar,y) = aw(,y), (linecaridade na primeira
varidvel)

dizemos que w é um produto escalar ou produto interno (real) em V. Se w satisfaz apenas (c1) e
(c9), dizemos que w é uma
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II. PRODUTOS ESCALARES

Nio é dificil produzir exemplos de produtos escalares em /” se /' tem dimensio
finita. Se S = {¢,...,¢€,} é base de V', dados ¥ = X" x;6;,5 = 27, yie; € V

pOdeOS escrever
n
F s = ) i -
i=1

Pelos mesmo cdlculos empregados acima para o produto escalar canonico em R”,
verificamos que (Z, y)s € um produto escalar em /*, denominado produto escalar
associado a S. Se V' = R" e S é a base canonica de R”, entdo claramente o produto

escalar canonico é o produto escalar associado a base canonica de R”.

2. ORTOGONALIDADE E ORTONORMALIDADE

A no¢io de produto escalar associado a uma base de um espaco vetorial pode ser
vista de outra maneira ao indagarmo-nos se um produto escalar dado é associado a

alguma base:

I1.1 DeFINIgAO. Seja /7 um espaco vetorial (real), S € /' e w um produto escalar em

V. Dizemos que S é:
e Ortogonal (com respeito a w) se w(Z,y) = 0 paratodo 7,y € S, T # .

e Ortonormal (0.n.) (com respeito a w) se, além disso, w (¥, x) = 1 para todo
Tes.

Dois vetores I,y € V sdo ditos ortogonais ou perpendiculares (com respeito a w) se
w(Z,y) = 0 — também diz-se nesse caso que T (resp. y) € ortogonal ou perpendicular a
y (resp. X) (com repseito a w). Um vetor x € V' € dito ortogonal ou perpendicular a

@ # S C V (com respeito a w) se X € ortogonal a todo y € S (com respeito a w).

Pode-se facilmente mostrar que um conjunto ortogonal S C V* que ndo contém 0

é L.i.. De fato, notando que
w(Z,0) = w(Z, 00) 2 0w(z, 0) = 0

paratodox € V,se Xy, ..., €S, ay, ..., @, € R sdo tais que

entao

n
W@, 0)=0= ) aww(), F) = aj(E), )
i=1

Como &; # 0, concluimos que @j =0paracadaj=1,...,k.
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3. Geometria do produto escalar

Notar agora que, dada uma base (finita) S = {¢}, ..., ¢,} de //, temos que (-, -)g

é o tinico produto escalar em /” com respeito ao qual S é o.n.. De fato, é fdcil ver que
0 (#y)
1 @=))

Conversamente, se @ €é um produto escalar em / tal que

(€, ¢)s =

0 (#y)
1 @G=j)
=30 26,y = Z;lzl yjéj € V' quaisquer, concluimos que

n n n n
w(T,y) =w ;e vie; | = riwle;, yie;j
=1 =1 o1 i

n
1

w(é;, é) =

n n
(c2) 2.7 T,y
2 Z inij(ei,ej) = inyi = (T, ))s -

i=1 \ j=1 i=
Isso implica que, dado um produto escalar w em /” e uma base o.n. (finita) S c //

com respeito a w, temos que w(Z,y) = (I, y); para todo T,y € V.
3. GEOMETRIA DO PRODUTO ESCALAR

Como mencionado no inicio deste Capitulo, o produto escalar pode ser entendido
como uma “régua e transferidor” num espaco vetorial — mais precisamente, ele nos
permite medir comprimentos e angulos. De agora em diante, passaremos a denotar um
produto escalar arbitrario mas fixo num espaco vetorial /* pela mesma notacio (¥, y)
usada para o produto escalar canonico de R”, e neste tltimo caso tal produto escalar
sera sempre entendido como o candnico para evitar confusio (se for necessdrio usar

outro produto escalar em R”, usaremos uma notacio diferente para este).

3.1. Norma euclidiana de um vetor e angulo entre dois vetores. A desigualdade

de Cauchy-Schwarz.

e O “comprimento” de um vetor ¥ € dado pela sua norma euclidiana

€]l = V{Z, Z) -

Em particular, se 7 = R",

Levando em consideracio a ortogonalidade da base candnica, podemos pensar

nessa férmula como uma extensio n-dimensional do teorema de Pitdgoras.
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II. PRODUTOS ESCALARES

e O “angulo” @ entre dois vetores T, y # 0emV pode ser obtido pela “lei dos

cossenos”
@, y) = IZ]l - [Iyll cos(8) .

O que garante que a norma euclidiana satisfaz as propriedades bdsicas de uma
nocio de distancia e que a “lei dos cossenos” sempre faz sentido € a seguinte de-
sigualdade fundamental, conhecida como desigualdade de Cauchy-Schwarz: dados

Z,y € V' quaisquer, temos que
(L1) @0 <@HGM

com igualdade se e somente se 7, y sdo l.d., ou seja, I é miiltiplo escalar de ¥ ou

vice-versa.

Prova de (I1.1). A prova usa apenas os axiomas de produto escalar (a), (b) e (cg) (logo,

(c1)). Para quaisquer 7,y € V', t € R, temos
P(t) = (Z+15,2+15) L (@, T +15) +1(, T +17)
D@D+ 1F, 5 G, D + 26, 5)
WD+ %@ 7 +12G,5) > 0.

Sey= 6, (I1.1) é trivialmente satisfeita, pois nesse caso ambos os lados de (I1.1) sdo
zero. Sey # 0 (equivalentemente, por (b), (¥, ¥) > 0), entdo P(¢) é um polindmio
de segundo grau em ¢ que satisfaz P(t) > 0 para todo t € R. Isso significa que P(t)

tem no mdximo uma raiz real. Em termos do discriminante A de P (t)
Pt)=at’>+bt+c = A=b?—4dac =4, )2 - 47, )&, T)
isso € o mesmo que A < 0, e nesse caso
@& 3% = (&, D5 <0

como desejado. Finalmente, o caso de igualdade de (I1.1) é precisamente a situacio

na qual y = 0 ou P(¢) tem exatamente uma raiz real ty — nesse ultimo caso,
P(ty) =0=(r+tygy,x+1tgy) = x+1togy=0.
Em ambos os casos, concluimos que Z, y sio l.d.. O

Exploremos agora algumas das consequéncias da desigualdade de Cauchy-Schwarz

(I1.1). Tirando a raiz quadrada de (I1.1) dos dois lados, concluimos que
12, W1 < 1121 - 1]l -
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3. Geometria do produto escalar

Essa forma de (I1.1) garante a validade da desigualdade triangular para a norma

euclidiana: dados 7, y € /' quaisquer,

e

IZ +F11* = (& +5, & +5)

(c:1) N

(Z,Z+y)+(y, T +Y)

E D+ @)+ G D+ 6.5
D7, B +2E5) + G, )

U IZN2 + 207 150+ 1512 = (E + (51D
(11.2) = 17 +50 < 7 + 1511 -

(g)

Essa desigualdade, juntamente com as propriedades de homogeneidade

(I1.8) lei]l = V(ai, az) VEY Jo2(, 7) = |a] - |7

e ndo-degenerescéncia

> 0 , =
(I1.4) ||| =0 = =0,

validas para X € V', @ € R quaisquer, sdo andlogas as propriedades do valor absoluto
(mdédulo) de nimeros reais, e garantem que a norma euclidiana satisfaz as condi¢des
minimas que se espera de uma nocido de comprimento. Assim, podemos definir a
distancia (euclidiana) entre dois vetores I,y € J/ como o comprimento ||Z — || da

diferenca entre 7 e y.

3.1 Exercicio. Use as propriedades (11.2)—(11.4) da norma euclidiana para provar a

chamada desigualdade triangular reversa: dados X,y € V' quaisquer,
(IL.5) ] =Yl < 112 =yl -

(Dica: o argumento ¢ o mesmo usado para provar que ||x| — |y|| < |x — y| usando as

propriedades correspondentes do modulo)

A desigualdade de Cauchy-Schwarz (I1.1) também implica que se Z, y # 0, entdo
Z,y
< 0y
- Iyl
Em outras palavras, se 7,y # 0, podemos definir o angulo 6 entre ¥ e y como
=[G
= arccos | ———=—1| ,
21 - 1yl

pois a desigualdade de Cauchy-Schwarz nesse caso implica que o argumento de
arccos na expressio acima sempre assume valores no dominio dessa fun¢io. A
escolha dessa fung¢io trigonométrica inversa é consistente com as propriedades

geométricas do produto escalar:

3l

Lembrar que
0 = arccos(t) =
(cos [10,1) 7 (1),

t € [-1,1] = ima-

gem de cos(8), e portanto
0 € [0, n].



II. PRODUTOS ESCALARES

e O caso 0 = /2 ocorre precisamente quando Z e ¥ sdo ortogonais;

e Os casos @ = 0, m ocorrem precisamente no caso de igualdade de (II.1), ou
seja, quando Z, ¥ sio l.d.. Nessa situacio, concluimos que 6 = 0 (resp. 6 = 7)

quandoy = AZ com A > 0 (resp. 1 < 0).

3.2. Projegdes ortogonais. A definicio do angulo entre dois vetores 0 # I,y € V' é
consistente com a interpretagio geométrica do produto escalar: se S = {¢1, ..., &,}

é uma base o.n. de /, entio
n n
T= inei = (¢j, ) = in<€j, ¢i) = X
i=1 i=1

paratodo j=1,...,n,de modo que

Ou seja, (¢;, X) é a componente de T ao longo de ¢; em S, tal como esperado da in-
terpretacio geométrica do cosseno. Além disso, hd uma conexio intima entre as
componentes de um vetor numa base o.n. e a noc¢io de distancia euclidiana: dados
Z,y € V com ||Z|| = 1, temos que (T, )& ¢ o muiltiplo escalar de I mais préximo de y.
Para ver isso, escrevamos
Y=Y —(Z,N)T+(E, )T .
—_— —

=y =
Notar agora que
(@, 57) = (&, 5 = (& 1)) = (T, 5) - (@), 7) =0,
Dado 2z = a, temos que
I - 21" = G- 2,5 —vz)
= (i +31 - aZ, ¥y +31 - al)
= @f)&l > + ((-27&)) - Q)@i‘,f}
+ (T, 5) — ) (F, 1) + (T, 5) — ) (T, )
= 5117+ (&, 5) - a)*.

Segue da identidade acima (que é nada mais, nada menos do que o teorema de
Pitdgoras) que o menor valor possivel para ||y — || é atingido precisamente quando

a = (I, y), e é precisamente nesse caso que y —z € ortogonal a x. Podemos generalizar
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3. Geometria do produto escalar

esse raciocinio para mais de um vetor: dado um conjunto o.n. S = {¢, ..., ¢} C V,

definamos
k

Ps(Z) = Y (i, 8% .
i=1

A aplica¢io Ps : V' — V' possui as seguintes propriedades:

e Pg élinear: dados 7,y € V', @ € R quaisquer, temos que Uma discussio geral de apli-
cagdes lineares pode ser en-

k .
N & s oo N N contrada no Capitulo III.
Ps(@+3) = ) (6, & +3)e = Ps(Z) + Ps(§)
i=1

k
Ps(ad) = ) (@, aZ)é = aPs(3) .
=1

e T € L(S) se e somente se Ps(X) = 7: se T = Zlexia-, ja vimos acima que
necessariamente x; = (¢;, ) para todo 7 = 1, ..., k. Conversamente, obvia-
mente Zle (¢;, X)e; € L(S), logo ¥ = Ps(Z) implica I € L(S). Em particular,
Ps=PsseS, S sdo conjuntos o.n. tais que L(S) = L(S), ou seja, Ps depende

apenas do subespaco vetorial L(S) e do produto escalar.

o (X — Ps(Z), Ps(y)) = 0 para todo &,y € V': de fato,

b b
(T - Ps(Z), Ps(y)) = <5T - Z@‘, Z)e;, Z(5j’§>5j>
i=1 i=1

M~

k
(<é;-,&’><f, &y — (6, 3) ) (. D)@, zj>)
i=1

~
1]
—

M-

~
1]
—

Em particular, obtemos dai mais uma versio do teorema de Pitdgoras:

IZ]|* = ((F - Ps(@)) + Ps(3), (Z — Ps(3)) + Ps (X))
= (X - Py (7), X - Ps(2)) + (X - Ps(Z), Ps(Z))
+(Ps(X), & — Ps(Z)) + (Ps(Z), Ps(Z))
= | - Ps@)I* + IPs(DII”

Em vista das propriedades acima, chamamos Ps = Py de projecdao ortogonal ao
longo do subespago vetorial W = L(S). Podemos também caracterizar Py em termos

da distancia euclidiana: dado um vetor ¥ € V' qualquer, Py (Z) €é o vetor em W mais

33
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proximo de X. De fato, se y(= Py (y)) € W, entdo por um cdlculo similar ao feito
acima,
I1Z = 511* = IZ = Pw G)II* = (Z = Pw (), Z = Pw (3))
=((@ = Py (2)) + Py (Z - §), (T = Py (Z)) + Py (T - 5))
= (T = Py (), % — Py (3)) + (T — Py (Z), Py (T - §))
+ (B (Z =), % = Py (2)) + (P (X = §), P (T - 5))

= & = Py (D)II* + 1Py (Z = DI,

Portanto, o menor valor possivel para ||Z — y|| se ¥y € W ¢é atingido precisamente

quando Py (£ —y) = 0e portanto Py (X) = Py (y) = y.

3.3. Ortonormalizac¢do de bases e construcio de bases ortonormais. O método
de Gram-Schmidt. Proje¢des ortogonais fornecem um método para transformar
um conjunto Li. § = {Z], ..., %} € ¥ num conjunto o.n. S = {¢1, ..., &} tal que
se
512{51,...,@},512{51,...,21}, l=1,...,k,

entdo L(S)) = L(S)) paratodo [ =1, ..., k. Isso garante que as c.1.’s dos vetores em
S que expressam os vetores em S sdo as mais simples possiveis computacionalmente
e podem ser escritas de maneira recursiva, i.e., por indu¢iio no nimero de vetores £
em S. Tal procedimento ¢ chamado de ortonormalizagao de Gram-Schmid.

A construcio de S procede da seguinte maneira.

[T

[T

e Definae; = ”Tll”fl = normalizagio de X1, e S| = {¢1}. Notar que ||¢|| =
(logo, S1 ¢ o.n. e portanto 1.i.) e 171 = a1]|71|2; (logo, L(S;) = L(Sy)). Se

k = 1, ndo hd mais nada a fazer.

e Se k > 1, facamos a seguinte hipétese de indugio: suponhamos que existe um
conjunto o.n. §; = {vey, ..., 7}, 1 <[ <k, tal que L(S;) = L(S;). Defina

V141 = Te1 — Ps, (Z41)

k
= B = ) (@, 1)
=1

- 1 -
€+l = 75 7 V+1 -
Vel
Segue que il = 1 e @5, 71) = (.51} = 0 paratodo j = 1,...,1,
portanto S;,1 = S; U {e;1} = {€1, ..., €41} € o.n. (logo, 1.i.). Obviamente

¢141 € L(S;41), logo Si41 € L(S141). Como Sj4; € Li. e tem 0 mesmo nimero
de vetores que a base S, | de L(S},1), concluimos que L(S;4;) = L(S11), como
desejado. Se [ + 1 = k, acabamos, do contrdrio repetir o procedimento acima

com [ + 1 no lugar de [.
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3. Geometria do produto escalar

Em sintese, a ortonormaliza¢io de Gram-Schmidt consiste no seguinte algo-

ritmo:
(i) Seja S ={Z, ..., 3} um subconjunto Li. de V.
(ii) Defina recursivamente (i.e. por indu¢ioem /=1, ...,k)
€1 = 7581 el = 5 i+l s
121 ] [R7ast|

I
Vel = Tj41 — Z@ﬁm)& =Z11 — Ps,(Z141) »
i1
onde Sy ={ey, ..., S ={x1,...,x},1l=1,... k.

(iii) O resultado, como mostramos acima, é um conjunto o.n. S =S, = {¢1, ..., e}

tal que L(S)) = L(S)) paratodol =1, ..., k.

Podemos inclusive integrar a ortonormalizacio de Gram-Schmidt a prépria
construcio de um conjunto Li. S tal como feito no final da Secio 8, dado que ali
obtemos S}, recursivamente a partir de S;. Tudo que precisamos fazer é substituir
Zj41 por €141 no passo de inducio, pois 1,1 depende apenas de S; e 7y, 1. Isso permite
uma construcio direta de um conjunto o.n. e, em particular, de bases o.n.’s de
subespacos vetoriais (de dimensio finita) de /~ se este ¢ munido de um produto
escalar.

Em vista de sua importancia, de agora em diante sempre assumiremos que nossos
espacos vetoriais /” sio munidos de um produto escalar fixo, denotado por (Z, ¥),
I,y € V, eno caso V' = R" tal produto escalar sera sempre o candnico. Se for
necessario mudar o produto escalar ou se tal notacdo causar confusio, passaremos a

usar uma notagio diferente de maneira explicita.
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TRANSFORMA(;()ES LINEARES

1. DEFINIGAO E EXEMPLOS

Sejam V', W espacos vetoriais (reais). Uma aplicacio T' : V' — W ¢é dita uma
aplicagdo linear ou uma transformagao linear (t.1.) de V- em W se, dados ¥, 3" € V,

a € R quaisquer, temos:
@ T@+2)=T@)+T@);
(b) T(aZ) = aT(X).

Ou seja, podemos “por para fora de T as operagoes vetoriais de J (notando que,
no lado direito de (a), (b) passamos a empregar as operacdes vetoriais de ). Isso
implica que podemos fazer o mesmo para qualquer c.l. de vetores em /’: por indugio

no nimero k de vetores na c.l., temos que

k k=1
T Zajij =T Zajfj+ak§5k
j=1 j=1
k-1
=T Zaj.fj +a’kT(fk)
j=1
k
= > aT(F)

=1

parazxy,..., & €V, ay, ..., q, € R quaisquer.

Se o contradominio W~ de T coincide com o seu dominio /7, dizemos apenas
que T éumatl. em V. Se W = R, dizemos que T' é um funcional linear ou uma
1-forma em V.

De agora em diante, se T' é uma t.l., empregaremos a nota¢io simplificada
T (X) = TZ (i.e. sem os parénteses ao redor do argumento I de T') sempre que esta

nio causar confusdo. Como exemplos de t.1’s, podemos citar:

() T(Z) = 0. De fato, T(Z+3) = 0=0+0=T@) +T (@) e T(aZ) =0 = a0 =
aT (Z) paraZ, ¥ €V, @ € R quaisquer. Essa t.l. é conhecida como a aplicagio

zero de V' em W, denotada simplesmente por 0. Se W =R, escrevemos T = 0.

() W =V)T(X) =Z. Defato, T(Z+7) =T +va’ =T @) +T(Z') e T (aZ) =

af = aT (X) paraZ,x € V', @ € R quaisquer. Essa t.l. é conhecida como a

(aplicacdo) identidade T' = = de V. Mais em geral, dado 4 # @,
plicag

podemos definir a (aplica-

37 ¢do) identidade 4 : 4 — A

de A como 4(p) =p,p e A
qualquer. Quando nio hou-
ver confusiio, podemos es-

CTYOVveY 4 2—



ITI. TRANSFORMACOES LINEARES

(iii) @ =R)Dado ¢ €V, seja

TZ = (e, ).
Devido a linearidade do produto escalar de /” na segunda varidvel, claramente

T@+7)=(,2+2')y=(, )+ (¢, 'y =Tx+TZ

T(ax) = (e, ax) = ale,r) = aTZx

para Z,x €V, @ € R quaisquer, logo T é uma 1-forma em /. Veremos
adiante que essa situacio é genérica: se dim(}”) < oo, dada qualquer 1-forma

T em V' temos um unico vetor ey € V' tal que TZ = (e, T).

(iv) Maisemgeral,sej?l,...,j;,;, eEW,g1,...,8u €V, delina
" -
TZ= )&, Df -
i=1

Por um cdlculo andlogo ao empregado no exemplo (iii), é facil concluir que T

éuma t.l. de /' em W': dados 7, ¥’ € V', @ € R quaisquer, temos que

m m

T@E+&) =) (&, T+ )
i=1 i=1

= > (@ D) + @ AN

i=1

m
= (&, D+ ) (& )i =TZ+ T
i=1

m m
T(ad) = ) (G aZ)fi = ) oG, D = @(g, I)f; = oT7 .
i=1 i=1
Um exemplo desse tipo no caso W =V é a projec¢io ortogonal T' = Py sobre
um subespaco vetorial X C /' — nesse caso, S = {(fi=gli=1,...,m=
dim(X)} é uma base o.n. de X. Na verdade, assim como no exemplo (iii),

veremos adiante que tal situacio é genérica: se ' é uma t.I. de J/ em W e

S={fi,..., [} € umabase de W, entdo existe uma znica escolha de vetores
81, ...,8n €V tal que T tem a forma acima.

v) W = R", n = dim(/')) Dada uma base S = {¢},...,¢,} de }/, para cada
T =3 xjéj definimos

n

TZ = (x1,...,x,) :inﬁ,

i=1
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2. Espacos vetoriais e produto de transformacoes lineares

onde S = {]7;, e ,]7"} é a base canonica de R". Segue de (1.2) (ou, alter-
nativamente, notando que 7' é da forma descrita no exemplo (iv) acima se
escolhermos o produto escalar associado a S em V/, ou seja, se S for o.n.) que
T é uma t.l. de /" em R". Esse exemplo mostra que o sistema de coordenadas

para /" obtido por uma escolha de base S € linear justamente no sentido de ser

uma t.l. de /" em R".

2. ESPA(;OS VETORIAIS E PRODUTO DE TRANSF ORMA(;@ES LINEARES

Denotamos respectivamente por
LWV, Wy={T:V->Ww|Ttl},
LW)y=LWV,V), V'=LV,R)
o espaco das t.I’s de  em I, o espaco das t.I's em /' e o espaco das 1-formas em
V.V’ é também conhecido como o (espago) dual de V'. Notar agora que:
o L(V, W) é subespaco vetorial de F(V ,W') = {]7 : V' — W} com respeito as
operacdes vetoriais pontuais
(T1 +To)(2) =ThZ +Tod , (BT1)(Z) = BT,

T\, Toe LWV,W),Z €V, B €R quaisquer. Ou seja, a soma pontual T + Ty
e a multiplicacio escalar pontual BT sio t.l's se T1, Ty o sdo. De fato, dados

-

I, T €V, a € R quaisquer, temos que
(Th +To)(@+2) =T (x+Z) +To(Z+ )

W (7 + T\ + (Tod + ToT)

= (ThZ +ToZ) + (ThZ' + To")

= (T1 +T) (@) + (Th + Ty) (X' ,

(BT)(@ +3") = pT1(Z + )

Y BMmI+TT)

= BT\% + BT &

= (BT (@) + (BT1)(X)

(T1 +To) (aZ) = Ty () + To(ad)
D oT\7 + aTot
= a(ThZ+To?) = a(T) + To)(3) ,
(BT1)(aZ) = BT (a)
Y gonz
=a(BT1)(T) .
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Notar que a distributividade
com respeito ao segundo fa-
tor depende crucialmente
do fato que Ty é uma t.l.
e nio vale para a composi-
¢io de aplicacbes mais ge-
rais, ao contrdrio da distri-
butividade com respeito ao
primeiro fator, que depende
apenas da defini¢io de soma

pontual de aplica¢oes.
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Obviamente, o zero de L(V, W) é a aplicacio zero de  em W, apresentada

no exemplo (i) acima.

A composta de duas t.1’s é também uma t.l.. Mais precisamente, sejam V', W', X
epacos vetoriais (reais), e Ty : V' — W, Ty : W — X tls. Escrevendo
ToT) =Too Ty : V — X, ie. ToT|(X) = To(T1Z), 7 €V, temos que

TQTl (f +7) = T2 (Tl (:_f + :;3")) (i) TQ (Tlf + Tlf,)
(i) TQ (Tlf) + TQ (Tlf, = TQTl.’E + TQTl.Z_C"

TyTi(ad) = To(T1(ad)) = Ta(aThii)
W W Ty(T\Z) = aTyT17 .
paraZ, ¥’ €V, @ € R quaisquer. Como a composicio de aplicacdes € associativa

e temos que

(TQ + Té)Tlf = (TQ + Té)(Tlf) = TQTlf + TéT]f

To(T) + T]')f =To((Th +T))Z) = To(Thz +T|Z)
YTy + TyT)Z
para Tl,Tl’ e LW, W), Ty, TQ’ e LIW,X), x € V quaisquer, vemos que
podemos considerar 79T} como um produto (associativo e distributivo), e
portanto passaremos a denomind-lo como tal. Tal produto, contudo, ndo ¢
comutativo: se o dominio de T} ndo contiver a imagem de Ty, sequer faz sentido

falar de T1Ty. Mais ainda, mesmo se V' = W = X, ndo é necessariamente

verdade que T1Ty = ToT.

SejaT : V' — W bijetora, de modo que existe uma tnica aplicacio inversa
TV W — Vsatisfazendo T Y oT =y eToT Y =y . SeV é um espaco
vetorial (real), entdo o é claramente uma t.l. em /. Além disso, se T' é uma
t.l., entio T~ também é: dados Z, T € V', @ € R quaisquer, temos que
T \@+2) =TT (T D)+ T(T7'7))

(@) e “1,- 1,

=TT @ +T7' ()

=T '@ +T &

T Y (aZ) =T Y (aT (T (7))

Q1T (T @)

=aT (@) .



3. A matriz de uma transformacio linear

3. A MATRIZ DE UMA TRAN SFORMAQAO LINEAR

3.1. Determinagdo de uma transformacio linear por seus valores numa base. Mos-
traremos agora que uma t.l. 7' : V' — W é unicamente determinada pelos seus valores

numa base de /. Seja S = {1, ..., €,} uma base de /'; dado

n
X = ijej el ,
Jj=1

temos que

(I11.1) Ti=T|) x|= ) aT ).
=1 =1

Assim, para definir uma t.l. T : /7 — W, é suficiente fornecer uma lista de n vetores
T(é1), ..., T(e,), que serdo as respectivos valores de T em ey, . . ., €.

Seja agora S = {fi, . ,ﬁn} uma base de /7, de modo que
(I11.2) T8 =Y Aifi, j=1,...,.

Em outras palavras, 4;; € R é a componente de 7°¢; ao longo de f; em S. Segue dai

que
m

ZAU‘Z]'](?

=1

m

Z ZA”.I‘] j

(111.3) Ti=)

1%

Suponhamos que S € o.n.; definindo

(HI.4) g‘i:ZAijgj, i=1,...,m,
temos que
(I1L.5) Ti= (&, D

i=1

e portanto mostramos que toda t.1. T : V' — W ¢é da forma descrita no exemplo (iv)

acima. Em particular, se ¥~ = R e portanto m = 1, temos que
ng:/IleR, j:I,...,n

€ portanto

n
er =g =) (T%)s

j=1
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I.e. uma matriz com uma

Unica coluna.

ITI. TRANSFORMACOES LINEARES

é o unico vetor em V tal que T'%Z = (¢ép, X) para todo X € V/, tal como afirmado no
exemplo (iii) acima. A unicidade segue do seguinte argumento: se ¢ € } satisfaz

T% = (¢, x) para todo X € V', entdo
E—-ep, )=, x)—(er,2)=TZx-Tx=0

para todo Z € V. Em particular, tomando # = ¢ — ép concluimos que ||¢ — 7|2 = 0,
ou seja, e = ey. Esse resultado é conhecido como Lema de Riesz. Obviamente, T'Z = 0

se e somente se X for ortogonal a ey .

3.2. Vetores-linha, vetores-coluna e multiplica¢do de matrizes. Retornando ao
caso geral, notemos agora que (I11.3) fornece ainda uma expressio das componentes
de T7 em S em termos das componentes de ¥ em S como uma multiplicacio de

matrizes (revisaremos esse conceito em breve): dado ¥ = 27=1 xjej € V', definamos

X1
xrs =

‘xn
o vetor-coluna de £ em S. A tltima identidade em (I11.3) nos diz que
(Tx)g = AZs

cujo lado direito denota a multiplicacio matricial de Zs pela matriz 4 = [A;j],
denominada a matriz de T nas bases S, S.

Em particular, se V' = R", W = R" e S, S sdo as respectivas bases canonicas,
entio Ig ¢ simplesmente a matriz de uma coluna cuja entrada na i-ésima linha é a

i-ésima componente de 7, e a acio de qualquer t.l. 7' de R" em R™ assume a forma

n
T= ijgj =(x1,...,2,) = ((@$)11, - - -, (ZS)a1)
a

81

= T%= ZAz'jJCj fi= (T, -+ (TD)g)m1)
i=1 \j=1

= ((AZs)N1, - - - (AZs)m1) -

SeW =V eS8 =S8, dizemos apenas que A é a matrizde T em S. Se W =R e S = {1}

é a base candnica de R, entio
A=[Te, --- Te,]

42



ma

3. A matriz de uma transformacio linear

é denominada nesse caso de vetor-linha de T em S, cujas entradas sio as componentes
do vetor ey dado pelo Lema de Riesz se S for o.n..

Lembremos que o conjunto M,,x,(R) das matrizes (reais) com m linhas e n
colunas é um espaco vetorial (ver o exemplo (iv) da Subsecio 2.2). Além disso,
podemos definir a transposta de A € My, (R) como a matriz A7 com “linhas e

colunas de A trocadas”, i.e. com entradas
T ) .
A )ij=A;, i=1,....m,j=1,...,n,

e o produto de B € My, (R) por A € My, (R) como a matriz BA € My, (R) com

entradas

(BA)kj:ZBkiAij, i=1,....,m,j=1,...,n.
=1

Notar que BA s6 faz sentido se o niimero de linhas de A for igual ao nimero de

colunas de B, e que tal produto ndo é comutativo.

3.1 Exercicio. (@) Mostre que o produto de matrizes é associativo e distributivo, no

mesmo sentido que o produto de t.L’s. (Dica: mostre isso para cada entrada)
(b) Seja a matriz identidade =, € M,,«, (R) dada por
0 (=#y)
1 @=))

Mostre que A = A, B = B para A € Myx,(R), B € My, (R) quaisquer. (Dica:

mostre isso para cada entrada)

ij =

1
0

(c) Sejam as matrizes 2 X 2 A = eB =

0
0 —1 ] Mostre que BA = —AB.

Observamos que cada uma das operacoes algébricas de matrizes descritas acima

expressa uma operag¢io correspondente de t.l.’s. Mais precisamente:

e Se S é o.n., temos que A;; = ﬁ,Té}) paratodoi =1,...,m,j=1,...,n.
Nesse caso, se atl. T* : W — V é dadapor T"f; = g;,i = 1,...,m, onde
&1, - - - » 8m sA0 0s vetores de J aparecendo na representacio (I11.5) de T  acima,
temos que

e F=Ywfew = 7= g =Yg
i=1 =1 i=1

(note o paralelo com a férmula (I11.5)!) e portanto

m

(I1L.7) (T3, %) = <Zyi§i, x> = > ¥ilg, ) = 5, T3
i=1 i=1
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paratodo X € /',y € W . Notar que a primeira e ultima expressdes em (111.7)
ndo dependem de S, S! Em particular, se T : W — V satisfaz (Ty, Z) =
(y, Tx) paratodo X € V', y € W, entdo

<T§_T*§’£> = <T§,5> _<T*5;7£> = @)7 T-f>_ @7 Ti:) =0

para todo Z € ¥,y € W . Em particular, tomando 7 = Ty — T*¥, concluimos
que ||[T% = T*5||2 = 0 e portanto Ty = T*y para todo 3 € W. A tl. T* de
W em V é denominada a adjunta de T, e a matriz B de T* em S, S ¢ igual 2
transposta AT da matriz A de T em S, S:

B]'iZ(AT)ﬁZAi]', i:1,...,m,j:1,...,n.

Em particular, vemos que a identidade 477 = (AT)T = A expressa o fato
que T* = (T*)* =T, que por sua vez segue da unicidade da adjunta que

obtivemos a partir de (I11.7) acima no caso em que substituimos 7" por T"*.

Sejam T, Ty : V - W tl’sdeV em W, B € R quaisquer, S = {¢1, ..., ¢é,}
base de V e S = {fi, ..., fu} base de W'. Se A = [/If] ¢ a matriz de T em
S, SeB= [B{] é amatriz de Ty em S, S, entiio

A+B= [A,'j +Bij]

BA = [pAij]

sdo respectivamente as matrizes de T +7To e BT em S, S. De fato, como Ag éa
componente de 77¢; ao longo de f; em Se B{ ¢ a componente de T4¢; ao longo
de f; em S, claramente /I? + Bi ¢ a componente de The; + Toe; = (T1 + To)e;
aolongo de f; em S e ﬁAg ¢ a componente de 8T1¢; = (877)e; ao longo de f;

emSvparacadai=1,...,m,j=1,...,n.

Sejam V', W, X espacos vetoriais (reais), 11 : V - W ,To : W — X tl's, e

S:{Zly---’zn};
S={f, ..., [},
S={h1,....h}

respectivamente bases de /', W e X. Se A = [A;j] € Myx,(R) é a matriz de Ty
emS,SeB=[By] € My, ¢ amatriz de Ty em S, S, entdo C = [Cij] = BA =
produto de B por A é a matriz de ToT} em S, S. De fato, como Ajj é a

componente de T7¢; ao longo de f; em S, By; € a componente de Tyf; ao
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longo de f;k em S e Cij € a componente de T9T7¢; ao longo de /;k para cada

i=1,...,mj=1,...,n,k=1,...,p, temos que

m

P
TyT1é; = ) Cuh =To | Y Aiif:
k=1 i=1

m

m P
= ZAUTQ][_; = ZAij By
=1 i=1 k=1

m P

= 2| 2, AisBuh
=1 \k=1
p m

logo obtemos a férmula desejada. No casoem que V' = R", /' = R™ e X = R?,

a vemos que a multiplica¢io de matrizes é precisamente a composicio de t.1.’s.

A matriz da identidade = de V" em S é precisamente a matriz identidade
=, n=dim(}), jd que ¢; = ¢; paratodo j = 1, ..., n. Notar que essa matriz
é a mesma para todas as bases de V', por isso usamos a mesma nota¢iio para a

identidade e sua matriz, posto que isso nio causard confusio.

Seumatl. T : U — V ¢é invertivel, vimos acima que sua inversa T~ :
W — V é também uma t.l.. Além disso, se S = {¢1,...,¢,} ébasede }V e
S={fi,..., fx} ébase de W, A é amatrizde T em S, S e B ¢ a matriz de

T-'em S, S, entio

m n

1 - 17 N

T TEJ' =€ = AijT ﬁ = E Aij Bliel
] =1 I=1

‘Bhy4ﬁ E% = BA =

="

TT \f=f= Zn:BﬁT?j = Zn:Bﬁ iAkj];l;
i = -

j=1 k=
m n .
= :E: zglz4kjliﬁ ~ﬂ3 = AB = ,
k=1 \j=1

ou seja, B é a matriz inversa A~' de A. Notar que AB e BA s6 podem ser

definidas simultaneamente se n = m.
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ITI. TRANSFORMACOES LINEARES

3.3. O efeito de uma mudanca de base sobre a matriz de uma transformacio
linear. Veremos agora como muda a matriz de uma t.l. T": /' — W se mudarmos

as bases de /' e de . Para tal, sejam
Si={e1,...,é}, Se={¢},...,¢,}
bases de V/, e
Sl:{fl""’fm}7SQZ{f],"“?fnll}
bases de /¥ . Defina as transformacdes lineares U : V' — V', U : W — W como
Ug=2,0fi=f, i=l,...om,j=1,...,n.

Segue que U e U sdo invertiveis, e suas respectivas inversas U™, U~! sio obviamente

dadas por
U =5, 07/ =f, i=1,...m,j=1,..,n.

Escrevemos
=Ug = Z [e], =1,...,n,
4’:%:2@%, k=1,...,m,
i=1

de modo que C = [C}] é amatrizde U em Sy e D = [Dy] € a matriz de Uem Sy,
denominadas respectivamente matrizes de mudanga de base de Sy para Sg e de S; para

Sy. Devido a forma particular de U e U, temos que

ZC]er]—Z ]le, l=1,...,n,
Ufk':ZDikUﬁ:ZDikf?, k=1,...,m,
i=1 i=1

ou seja, C é também a matriz de U em Sy e D é também a matriz de U em S.
Obviamente, U e U (e, portanto, C e D) sdo invertiveis, e U-1 (resp. U~1) transforma
a base Sy (resp. Sg) de volta na base S| (resp. S1), de modo que C~! (resp. D)
¢ a matriz de mudanca da base Sq (resp. Sg) para a base S (resp. S;). Logo, pelo
argumento acima, C~! é a matrizde U™! em S} ¢ Sg, e D™ ¢ a matriz de U~! em
S1 e Sg.

Segue entido que

=
=
=
=
=

Z

Il
8
R\

Il

&\
4

Il

&\

I M
5
E
)
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4. O Teorema do Nucleo e da Imagem

para todo & € /" e, por um cilculo andlogo, ¥, = D_lﬁg] para todo y € W . Seja
agoraT : V' — W uma t.l. cuja matriz em Sy, S; € dada por 4 e cuja matriz em

So, Sg ¢ dada por B:
T? = ZAijﬁ , T¢ = ZBW;’ :
i=1 k=1

Segue que

e portanto DB = AC, logo
B=D'4C.

Essa férmula é particularmente conveniente no caso em que S; e Sy sdo o.n., pois

nesse caso

1k_<fl’Uf/€>_<]€’f2>_<]2’f>_<]2, 1f>_(D l)kz

para todo i,k = 1,...,m e portanto D™! = DT, de modo que B = DT AC. Da

mesma forma, se S e Sy s30 o.n., concluimos analogamente que C~' = CT.

4. O TEOREMA DO NUCLEO E DA IMAGEM

SejaT : V' — W éumat.l.. Sendo T uma aplicacio de / em I, entdo podemos
falar de imagens e imagens inversas de subconjuntos por 7. Mais precisamente,

dados S c V' e S c W, denotamos a imagem de S por T por
TS)={y=TZeW |ZeS}

e a imagem inversa de S por T por
T S)={FeV |TZeS}.

Se S = {J} ¢ unitdrio, dizemos simplesmente que T~ ({3}) = T~1(3) ¢ a imagem
inversa de y por T'.
Cabe aqui uma observacio sobre a nota¢io empregada para imagens inversas.

Note que T ndo precisa ser invertivell 771 (¥) denota um subconjunto de V (que é
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ITI. TRANSFORMACOES LINEARES

vazio se y ¢ T (V') ou tem mais de um elemento se T' ndo for injetora) e pode ser
identificado com um vetor em ¥ somente no caso em que 771 (¥) € unitdrio.

Segue dessas defini¢coes que

k
TL(S) =43=T Zajfj @l .., R, T, ..., Tj€S
=1
k
= &):ZQ]T.%] CZl,...,CL’kEIR,f],...,ijS
j=1
=L(T(5))
— em particular, a imagem
Im(T)=T)

de T' é subespaco vetorial de W' — e que o niicleo (“kernel” em inglés)

ker(T) = T~1(0)

-

de T' é subespaco vetorial de J': se ¥, &’ € ker(T) e @ € R quaisquer, entio

- -

TE+3)=Ti+T¥ =0+0=0

T(a?d)=aTi=a0=0,

portanto X + 1, aZ € ker(T).

Por defini¢io, T' é sobrejetora se e somente se
Im(T)=W .
Além disso, T' é injetora se e somente se

ker(T) = {0} .

-

De fato, se ker(T") = {6} e, & €V satisfazem Tx = Tx’, temos que Tx - Tx' =
Tx-2) = 0e portanto ¥ — I’ = 0. Conversamente, temos que se T'x = 0 entdo
T@+2)=TZ+Tx' =T% paratodod’ € V. Logo, se T é injetora, nesse caso T = 0.
A sobrejetividade e a injetividade de uma t.I. T' : V' — W podem ser expressas em

termos de sua a¢io sobre (certos) subconjuntos L.i. S c V:

o T é sobrejetora se e somente se, dada uma base S qualquer de /7, temos que
L(T(S)) = Im(T) = W. (a primeira identidade segue do cdlculo acima, e a
segunda identidade ¢ a defini¢iio da sobrejetividade de T)
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4. O Teorema do Nucleo e da Imagem

o T é injetora se e somente se, dado um subconjunto Li. S c V' qualquer,
temos que T'(S) também ¢ Li.. (suponha que T'(S) é l.i. para todo S C V'
Li.,, entdo T'X # Osed#0e portanto 7' € injetora. Conversamente, se T" é
injetora e Iy, ..., Z; sdo li., sejam ay, ..., a; € R tais que Zf‘:l T (%) =
0=T (Zﬁ‘:l ajfj). Entdo Zf‘:l @;Tj = 0e portanto a1 = --- = a;, = 0, logo
T(Zy),...,T (%) sdo Li.)

Em particular, T' € bijetora se e somente se T'(S) é base de /' para toda base S
de /. Em outras palavras, o exemplo tipico de t.1.s bijetoras ocorre ao efetuarmos
uma mudanga de base. Se V' tem dimensio finita, ambos os fatos acima sio casos
particulares de um resultado geral, conhecido como Teorema do Niicleo e da Imagem.
Dados espagos vetoriais (reais) V', W e T € L(V, W), o posto (“rank” em inglés) de
T ¢ dado por

R(T) = dim(Im(T)) ,

e a nulidade de T por
N(T) = dim(ker(T)) .

Obviamente R(T), N(T) < dim(})") pois L(T'(S)) = Im(T) se S é base de V' e
ker(T') é subespaco vetorial de /.

II1.1 TeoreEMA (do Nucleo e da Imagem). Sejam V', W espagos vetoriais (reais), n =
dim(V) < oo, eT € L(V,W). Entdo

N(T) +R(T) =dim(V) =n .

Demonstracdo. Definamos k = N(T'),[ = R(T). Sejam Sy = {¢}, ..., €} uma base
de ker(T) e S; = {f1, ..., f;} uma base de Im (7, de modo que f; = T%,,; para

algumey,; € V,i =1,...,l. Obviamente ¢,,; ¢ ker(T') paratodoi =1,...,/[;
mostraremos agora que definindo S| = {41, ..., €y}, temos que S = Sy U S| =
{€1, ..., ¢} ébase de V. Primeiramente, notar que S é Li.: dados aq, ..., o € R

tais que Zf;'ll @;éj = 0, temos que

k+l k+l l
T Zaij ZOZZajng:Za'kﬂ'ﬁ
]:1 ]:1 l=1
e portanto ap,; = - = apy = 0 pois S; é Li.. Logo, Zf‘:l a;jéj = 0 e portanto
ay =---=a} = 0 pois Sy € Li.. Falta apenas concluir que L(S) =} — para tal, notar

que dado ¥ € V/, podemos escrever

) /
Tx = Zxk+iﬁ = Z$k+iTgk+i =T
i:l 121

l
Z xk+igk+i

=1
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Notar que, pelo Teorema
do Nicleo e da Imagem, zp
é tinico a menos de um muil-

tiplo escalar.

ITI. TRANSFORMACOES LINEARES

para uma (Unica) escolha de x,1, . . ., 134 € R. Defina

l
Zxkﬂekﬂ ’ _)
=1

Segue que T'x| = TZ e portanto X € ker(T"), pois

-7 .

II
S

T :Zxk+,-ﬁ:Ta?, Tiy=T@E-3)=Ti-T7=0,
i=1

logo podemos escrever Ty = Zf‘:l xjej para uma (inica) escolhade x1, ..., 2, € Re
portanto & = Zk_l xjej, como desejado. |

O Teorema do Nucleo e da Imagem possui vdrias consequéncias. No que se

segue, V', W sdo espagos vetoriais (reais) com dim(}") < oco.

(i) T € L(V, W) é sobrejetora se e somente se N(T') = dim(}') — dim(#"). Em

particular, se dim(#) > dim(}’), entdo T nio pode ser sobrejetora.
(i) T € L(V, W) é injetora se e somente se R(T) = dim(}/).
(iii) T € L(V, W) é bijetora se e somente se R(T) = dim(}') = dim(W).
(iv) SeT € V', entio N(T') = dim(}') — 1 ou dim(}'), e o dltimo caso ocorre se e

somente se T = 0.

O fato (iv) acima fornece uma maneira alternativa de obter o Lema de Riesz:

II1.2 LeEma (de Riesz). Seja V' um espago vetorial (real), dim(V') < oo. Dado T € V",

existe um inico vetor Ty € V tal que TX = (Zp, X) para todo & € V' — a saber,

0 (T = 0)

Ir = ;
T -
”zzﬁg zr (T'#0)

onde 0 # 2p € um vetor ortogonal a ker(T).

Demonstra¢do. Comecemos com a questido da unicidade. Se 2,2 € V' sdo tais que

(z,x) =(2’,x) = TZ para todo ¥ € V, entio
G-, DH=ECD-F,=Tz-Tz=0

para todo # € /. Em particular, tomando Z = Z—2’ obtemos |2 —Z’||? = 0 e portanto
z = 2’. Passando agora a questido da existéncia, se T' = 0, obviamente nio hd outra
escolha para Xy ando ser p = 0. Se T' # 0, seja 2 € T tal que Tz # 0. Podemos

entfio construir uma base o.n. So = {¢y, ..., ¢,_1} de ker(T') e portanto a projecio

50



5. Pseudoinversas

ortogonal Py.(7) sobre ker(T"). De maneira similar a adotada na ortonormalizacio
de Gram-Schmidt, defina

- - - - 1 -
27 =2 — Prer(1)Z 5 €0 = w527,
(Bl
de modo que S = {¢], ..., #,} é base o.n. de /. Mostraremos agora que se Iy tem

as propriedades listadas no enunciado do Lema de Riesz, entio

De fato, dado ¥ € V' qualquer, podemos escrever
T= Pker(T)S_é + (.;3) - Pker(T)‘z) ’ T - Pker(T)z = <Zn; i))gn

e portanto
Tz = TPker(T)f + <gn, 5>Tgn = <(Tgn)gn; f) ’

como desejado. |

Notar que Z7,41, = Z1, + I, € Zo1, = @&, paraTy,Te € V', @ € R quaisquer.
Vamos agora estabelecer a relagio da férmula obtida no Lema II1.2 com a férmula
que ja tinhamos obtido anteriormente: se T' € V" e S = {¢], ..., ¢,} é uma base o.n.

de V', entdo

n n
Vai=) g = Ti= ) T = (ir, 1)
=1 Jj=1
N
= ir= ) (T¢) .
j=1
Em particular, Zp € ortogonal a ker(T') e
n
TZr = ) (T8) = |3r]1*
=1
logo T'Zp = 0 se e somente se T = 0.

Aproveitamos o0 momento para introduzir uma notag¢o alternativa para Xy, que
serd a notacio padrio daqui em diante. Dados ¥ € V', T € V', definimos »er,
T* €V como

P@) =@y @ V), Th=ar.
Fica claro que (Jfb)ﬂ =ZXe (Tﬂ)b =T parax € V', T € V' quaisquer. Além disso,
as aplicacoes V 3 T 2 e V', V' 5T T% € V sdo t.1s (exercicio: verifique!),

portanto denotar-las-emos por isomorfismos musicais.

5. PSEUDOINVERSAS DE TRANSFORMACOES LINEARES. REGRESSAO LINEAR
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