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Transformacdes lineares

Assumimos que todo espaco vetorial (real) /© é imbuido de um produto escalar fixo (¥, y). No caso
emquel/ =R">3F=(x1,...,2,),y =1, ...,), (&, y) = Z;lzl xjy; € o produto escalar canénico (de
modo que a base candnica de R” é ortonormal — ver e.g. o Exercicio 1 abaixo). Se S = {¢y, ..., ¢,} é base
deV,entio ¥ = (x1,...,x,)s = Z?:] x;¢; é a representagio de ¥ € /' em termos de suas componentes
em S — se, por exemplo, /' = R" e § é a base canénica, entdo ¥ = (x1, ..., x,)s = (21, ...,x,). Dado
um subespaco vetorial #~ de um espaco vetorial V', o complemento ortogonal de W é o subespago vetorial

Wh={xelV |{Z,y)=0paratodoye W} c/.

Adotamos as seguntes abreviacoes: c.l. = “combinacio linear”; 1.d. = “linearmente dependente(s)”; L.i.
= “linearmente independente(s)”, t.1. = “transformacio linear”. Exercicios ou itens estrelados (*) sio mais
trabalhosos.

AB = C, onde B = [B;;] é uma matriz 2 X 3
fixa, 4 = [A4;;] e AB = C = [C};], onde
Cij = A By +A;9Byj;

d) 1 = M,s,(R), Vo = R, F(A) = Tr(A) =

1 Mostre que a aplicacio T : V' = R? — V' dada
por T'(xy, x9) = (x1 + 2x9, 3x1 —x9) é uma t.l. em

V.
2?2114]‘]‘ (trago de A), onde A = [A4;;];
e) Vi =Ve =My (R), F(A) = AT (transposta
2 Mostre que a aplicagio T : V] = R3 — Vg = R? de A), onde 4 = [4;;], AT = [A4;:];
dada por T'(x1, x9, x3) = (221 —x9 +x3, x9 — 4ag) é £) Vi = Moo(R), Vo = R, F(A) = 34, -
uma t.I. de /] em Vs. 44,9 + A9y — Agg, onde A = [A;j];
g) V1 = Moxo(R), Vo = R, F(A) = (411)* +
3 Verifique se a funcio F : /7 — Vo é uma t.l. do (A12)%, onde A = [4ij];
espaco vetorial /1 no espaco vetorial /9 nos seguintes h) V7 =V = FIR,R) = {f : R - R},
Casos: F(f)(x) =1+ f(x);
a) V1 = Vo = R3 F(x,x9,23) = i) V1 =V = FR,R) = {f : R > R},
(xoys — x3y9, T3y1 — T1Y3, T1y2 — T2Y1), onde F(f)(x) = /(1 +a).

(y1,yg,y3) € R3 é um vetor fixo;

b.) V1 =R, Vo =R, F(@) = a2+ +ap =
Y 2 @ g ‘ 4 Sejag : R — R fixa, e defina a fun¢io T :

NOYRE F(R,R) — F(R,R) como T(f)(z) = f o g(x) =
c.) V1 = Moxa(R), Vo = Mos(R), F(A) f(g(x)).




a.) Prove que T' é uma transformacio linear;

b.) Suponha agora que g é um polindomio de
grau m, e defina T' : P.,(R) — F(R,R)
como acima. Mostre que entdo T/ é um po-
linémio, e determine o maior grau que 7'/

pode ter.

5 Obtenha a féormula geral dat.l. T : V — W
do espaco vetorial /" no espaco vetorial #~ dada em
termos dos elementos da base S de /" nos seguintes

Casos:

a) V=W =R%S={/=0,1,/=(1,0}
ThH =(1,-2), T/ = (-4, 1). Expresse a
resposta em termos das bases candnicas de
V e W, e use a férmula obtida para calcular
T(5, -3);

b) V=RLW =R S ={fi =(-2,1), /s =
(1,8, ThH = (=1,2,0), Tfy = (0, -3, 5).
Expresse a resposta em termos das bases
canodnicas de V' e W, e use a férmula obtida
para calcular T'(2, -3);

) VW = R3S = {f = (1,1,1),f =
(1,1,0, /5 = (10,0}, Th = (2, -1, 4),
Tl =(3,0,1),Tfg=(-1,5,1). Expresse
a resposta em termos das bases canonicas de

V e W, e use a férmula obtida para calcular
T(2,4,-1);

d) V=R, W =R%L S ={fi =(1,2,1), /o =
(2i9’ O),fg = (_)3,3,4)}, Tfl = (1,0),
Tl =(-1,1),Tf3=(0,1). Expresse a res-
posta em termos das bases canodnicas de V

e W, e use a férmula obtida para calcular

T(7,18,7).

6 Sejam 71, T9, X3 vetores num espaco vetorial //,

eT :V — R3uma tl. tal que T'(Z)) = (1, -1, 2),
T(X9) = (0,3,2) e T(X3) = (-3,1,2). Calcule
T(2%) — 3%y + 4X3).

7 Seja S uma base de um espaco vetorial V,

dim/ =n,eT : V — W uma tl. de J no es-
paco vetorial .

a.) Mostre que se 72 = 0 para todo ¢ € S, entio
T =0;

b.) Mostre que se W =} e Té = ¢ para todo
eeS,entioT =1.

8 Sejam Ty, Ty : R2 — R? t.l’s. Obtenha a for-
mula para as t.1's T + Ty e T1 — Ty no caso em que

Tl(l’,y) = (Qy’ 31‘) GTQ(.I',_)/) = (y’x)

9 Calcule o produto ToT} = Ty o T} das t.ls
T,V - W, Ty : W — X, onde V,W,X sido
espacos vetoriais, nos seguintes casos:
a) V=W =X = R? Ti(x,y) = (2z,8y),
Ty(z,y) = (x -y, x +y);
b) V=W =X =R2 Ti(z,y) = (x - 8y, 0),
Ty(z,y) = (4x = by, 3x — 6y);
)V =X =RL W = R Ti(z,y) =
(2z, =3y, x+y), To(x,y, 2) = (x —y, y +2);
d) V=X=RLW =R3 Ti(x,y) = (x—y,y+
2, x—2), To(x,v,2) = (0, x+y+2);
e) V =W = Moa(R), X = R, T4 = AT,
ToAd = TrA = [A]11 + [A]sg, onde AT é a
transposta de A4 (i.e. [AT]U = [A];).

10 Calcule o produto T3TeT| = T3(ToT) das t.1.’s
Ty :V - W, Tg : W — X,T3 : X — Y, onde
V=Y =R?elW =X =R3, nos seguintes casos:

a.) Ti(x,y) = (-2vy,3x,x — 2y), To(x,y,2) =
(v, 2,2), Tg(x,v,2) = (x+=z,y —2);

b.) Ti(z,y) = (x+y,y, —x), To(x,y,z) = (0, x+
yt+z, 3y)7 T3(~T’y, Z) = (3»’5"'23’, 42_»’5_39’)-

11 Sejam V', W espacos vetoriais, e T : V. — W
uma t.I.. Mostre que o niicleo ker (T') = {Z € V' |

Tx = 6} de T é subespaco vetorial de V', e a imagem
Im(T)={yelW |y =TZparaalgumZx € '} é



subespaco vetorial de . Mostre também que T' é

injetora se e somente se ker (7T") = {6}

12 SejaT : V = R? — V atl. dada por
T (x1,x9) = (—x9,x1), correspondente a uma ro-
tacdo de /2 radianos ao redor da origem. Mostre

que (¥, TZ) = 0 paratodox € V.

18 Seja / um espaco vetorial de dimensio finita.
Dada uma tl. T : V' — W, lembrar que a ad-
junta de T é a anica tl. T* : W — JV tal que
(T*z,y) =&, Ty) paraZ,y € V quaisquer. No caso
em que W =V, dizemos que T € auto-adjunta ou
hermitiana se T* =T, e ndo-negativa se (¥, Tx) > 0

para todo X € V.

a.) Mostre que se W = V, entio
(X, (T =T*Z)y = 0 para todo I € V. Con-
clua dai que se T' é ndo-negativa, entao T'+71'*
também é;

b.) Dadaumatl. T :V — W qualquer, mostre
que T*T é ndo-negativa;

c.) Sejax € V. Mostre que T*T'Z = 0 se e so-

mente se 77 = 0.

14 Seja V' um espaco vetorial. Uma projecao linear
éumatl. P:V — V tal que P2 = P.
a.) Mostre que T — P também é uma proje¢io
linear;
b.) Mostre que para todo ¥ € J temos que
Pz (e,
portanto, ¥ € Im (1 — P) se e somente se
I =x-PI);
c.) Mostre que ker (P) =Im(1 - P) e Im(P) =
ker (1 — P);

d.) Mostre que uma proje¢io linear P é auto-

Z € Im (P) se e somente se T =

adjunta se e somente se Im(1-P) = Im(P)*.

e.) Seja W outro espaco vetorial, e T : V — W
uma t.l.. Se P : V' — J é uma projecio li-

near tal que ker (P) = ker (T'), mostre que

TP =T e Tl p) € injetora.

* 15  Sejam V', W espacos vetoriais, e T : V' — W

uma t.]..

a.) Uma pseudoinversa de T é umatl. T* : W —
V tal que TT*T = T. Mostre que se T
é uma pseudoinversa de T, entdo T*T ¢é
uma projecio linear em /' com ker (T*T) =
ker (T') e T'T* é uma projecio linear em W'
com Im(TT™*) = Im(T) (ver Exercicio ante-
rior). Em particular, se T' € invertivel, entio

T~ é aunica pseudoinversa de T';

b.) Se T} e Ty sdo pseudoinversas de T com
TIT =TiT =P eTT] =TTy = Q, mos-
tre que ker (77" = Ty) > Im(Q) = Im(T) e
Im (T} =Ty) C ker (P) = ker (T'). Conver-
samente, se 7" é uma pseudoinversa de T
comTT =P, TTf =Q,eTy : W —V é
uma t.I. tal que ker (Tp) > Im(Q) = Im (7))
e Im (Tp) C ker (P) = ker (T'), entdo Ty =
T} + Ty também ¢ uma pseudoinversa de T
comTdT =PeTTy =Q.

c.) Sejam P :V —V,Q : W — W projecoes li-
neares tais que ker (P) = ker (T') e Im(Q) =
Im (/7). Mostre que T+ = (T lim (p))_lQ éa
tinica pseudoinversa de T tal que T+T =P,
TT* = Q e T é uma pseudoinversa de 7.

Conversamente, se T+ é uma pseudoinversa

de T tal que T*T = P e TT* = Q, entio

T =T*TT*. (Dica: use o item (e) do Exer-

cicio 14)

d.) Seja T+a pseudoinversa de T obtida a partir
de P, Q tais como no item (d), e suponha 7Ty :
W — V tal como no item (c). Se Tpler (@)
é uma bije¢do de ker (Q) = Im (1 — Q) em
ker (P) = ker (T'), mostre que T* = T+ T
é uma pseudoinversa invertivel de T'. Em par-
ticular, pelo item (b), T' ndo pode ser uma

pseudoinversa de T'* nesse caso.

* 16 Sejam V', W espacos vetoriais, dim (}/) =



n<oo,dmW)=m< oo,eT :V — W uma
t.l. comadjunta T* : W — V.

a.) Mostre que ker (T*) = Im(T')* e Im(T*) =
ker (T')* (Dica: para provar a segunda iden-
tidade, troque os papeis de T' e T e use a
projecio ortogonal ao longo de Im (7") para
concluir que Im (T)** = Im (T'). Veja o
Exercicio 7 da Lista 4 para mais detalhes).
Conclua dai que a restri¢io de T" a Im (T%) ¢é
injetora; (Dica: use o item (c) do Exercicio 13
— em particular, notar que a restricio de T*T
a Im (T7) também € injetora)

b.) Se P* = Py (1) € a projecio ortogonal ao
longo de ker (T'), P =1 - P+, e Q = P (1)
é a projecio ortogonal ao longo de Im (T'),
entdo mostre que T = (T'|1m, (p))_lQ é uma
pseudoinversa de T' tal que £ — T*TZ é o
vetor em ker (T') mais préximo de £ € V'
e TT*y é o vetor em Im (T') mais proximo
de y € W . Essa pseudoinversa ¢ conhecida

como pseudoinversa de Moore-Penrose.

c.) Mostre que podemos escrever a pseudoin-
versa de Moore-Penrose de T', obtida no item
(b), como T* = ((T*T) |im (T*))_IT*. (Dica:

use o item (a))

* 17  Seja V' um espaco vetorial, S = {1, ..., ¢,}
uma base o.n. de /" (de modo que dim (/') = n < o0)
eT el =LJV,R),Z €V tais que Tx # 0. Mostre
que a t.l.

Ty,

Py = T—;}x
é uma projecio linear (ver o Exercicio 14 acima),
e que T € ker(T)* se e somente se T7Z = ||Z]|?
(Dica: use o Lema de Riesz TX = {(Xr,Z), onde
Ir = Z?zl(TZj)Ej eS=1{¢,...,e,} ébase o.n. de

V). Conclua nesse caso que [Ty| < ||Z]| - ||¥]l, com
igualdade se e somente se y € ker (T')*. (Dica: use a

desigualdade de Cauchy-Schwarz)




Respostas parciais dos exercicios

3 Ositens (a), (), (d), (e), () e (i) sdo t.1s. O item (b)
nio preserva multiplicacio por escalares negativos,
o item (g) ndo preserva multiplicacio por escalares
diferentes de zero ou 1, e o item (h) ndo preserva

soma de vetores.
4 b.) O maior grau que 7'/ pode ter é mn.

5 a.) T = (xl,xz) = (xg,xl —;Cg)s, Tr = JCQ(I, —2) +
(1 —x9)(—4,1) = (—4x1 + dxg, 21 — 3x9), T(5,-3) =
(-85, 14);

b) & = (v,x) =
Ti = HR(]90) + L22(0,-3,5) =
(3117—;1“,2 ’ —9x17—412, 5x1+71012)’ T(Q, _3) — ((_7)’ _g, _2_7());
(x1, %9, 23) = (x3, 29 — a3, 21 — x9)s, TT =
x3(2,-1,4)+ (29 —23)(3,0, 1) + (x1 —x9)(-1,5,1) =
(—xl +4x2 —x3, 5x1 —5.12 —xg, X1 +3x3), T(Q, 4, —1) =
(15,-9, -1).

—3x 1+ g
( x;+r2, JC]+7JQ)S’

c) ¥ =

6 T (23] — 839 +433) = 2(1,-1,2) - 3(0, 3,2) +
4(-3,1,2) = (=10, -5, 6).

7 Use a defini¢iio de base.

8 (Th +T2)(x,y) = Tl(xuy) +T2($,y) = (3y,4x),
(Th = To)(z,y) =Ti(x,y) — Te(x,y) = (v, 22).

9 a) ToT|(x,y) = (2x — 8y, 2x + 3y);
b.) ToT(x,y) = (4x — 12y, 3x — 9y);
c) ToT\(x,y) = (22 = 3y, x - 2y);

d.) TeTi(x,y) = (0, 22);

e) ToT(A) =Ty(A) =TrA.

10 a) T3ToT)(x,y) = (8x - 2y, x);
b.) T3ToT(x,y) = (4y, 6y).

14 d.) (esboco) Notar que temos que (PZ, (1 — P)y) =0
para T,y € V quaisquer se e somente se (PZ,y) =
(PZ, Py) para ¥,y € V' quaisquer. Em particular, tro-
cando os papeis de T e y e usando a simetria do pro-
duto escalar, concluimos da segunda identidade que
(%, Py) = (Py, Z) = (Py, PX) = (PZ, Py) = (PZ, y) para
Z,y € V quaisquer. Conversamente, se P é auto-adjunta
e (PZ,y) = (X, Py) = 0 para todo ¥ € V', tomando em
particular ¥ = Py concluimos que Py = 0 e portanto

y=y-Py.



